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Introduction ge´ne´rale
L’analyse des vibrations non line´aires est une the´matique actuelle importante, tant d’un point
de vue acade´mique qu’industrielle et qui touche de nombreux domaines, tels que l’ae´ronautique,
le ge´nie civil, les transports, l’acoustique musicale ou encore le ge´nie nucle´aire. Ce sujet n’est
pas ne´cessairement re´cent, les premie`res e´tudes datent du XIXe avec notamment Poincare´, mais
connaˆıt actuellement un regain d’inte´reˆt du fait du besoin d’optimiser, d’alle`ger les structures
couramment utilise´es et soumises a` des niveaux d’excitation importants, ou encore de traiter les
nombreux proble`mes non re´solus de vibrations avec contacts, jeux ou frottements. Au final, les
proble´matiques rencontre´es concernent essentiellement des questions de dimensionnement (rup-
ture, fatigue), ou de controˆle du bruit et des vibrations.
Pour les vibrations line´aires, la gamme de techniques ou de logiciels de´die´s a` l’e´tude expe´ri-
mentale ou nume´rique est tre`s large et permet de traiter un grand nombre de proble`mes de
rayonnement acoustique ou de structures ; l’analyse modale en particulier constitue un outil
puissant et largement utilise´. Bref, en line´aire les concepts the´oriques sont clairs et de nombreux
outils, classiques et bien maˆıtrise´s, sont disponibles sur le marche´.
En revanche, pour le traitement des vibrations non line´aires et ce quelque soient les non line´arite´s
conside´re´es, ge´ome´triques, mate´riau ou conditions aux limites, le contraste est flagrant et on se
trouve rapidement limite´, notamment pour les proble`mes d’identification ou de calcul, d’ou` le
besoin d’un effort de recherche.
Au cours des dernie`res anne´es, une ope´ration de recherche “vibrations non line´aires” a e´te´ initie´e
au Laboratoire de Me´canique et d’Acoustique de Marseille, dans le but principal de construire
des outils nume´riques pour le traitement de proble`mes concrets de structures. Dans un premier
temps, l’accent a e´te´ mis sur les non line´arite´s de type ge´ome´triques, du fait de leur simplicite´
d’e´criture (formes polynoˆmiales). Les principaux axes recherche sont aux nombre de quatre. On
s’inte´resse d’une part a` la de´finition et au calcul de modes non line´aires de structures minces.
Leur utilisation, avec notamment la mise en place de techniques de re´duction de mode`le consti-
tue une deuxie`me pre´occupation. Le troisie`me axe concerne l’e´tude de la re´ponse de structures
minces a` une excitation force´e de´terministe ou ale´atoire. Enfin, on souhaite e´galement progres-
ser dans l’analyse du comportement et des bifurcations de modes de structures. En effet, celle
du flambement de structures minces est bien e´tablie (bifurcations et post-bifurcations). On sait
notamment qu’il est la conse´quence de compression de membrane et des scenari types sont
disponibles pour chaque classe de structures, poutres, plaques ou coques. En revanche les bi-
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furcations de “modes non line´aires”, bien qu’assez similaires sont nettement moins connues. Ce
dernier point, entre autres, a` conduit a` la volonte´ de mettre en place des essais sur des structures
susceptibles d’exhiber ce type de phe´nome`nes (interaction de mode, doublement de pe´riode ...).
Les domaines d’application sont bien sur les structures minces (notamment les vibrations de
panneaux le´gers, ou encore de crayons combustibles en milieu fluide, en collaboration avec le
CEA de Cadarache), mais aussi la mode´lisation d’instruments de musique tels que la clarinette
(vibration de la hanche) ou le gong. Un projet de recherche concerne e´galement l’e´tude des oscil-
lations de grande amplitude de chaˆınes de mole´cules en collaboration avec l’IRPHE1 a` Marseille ;
ces chaˆınes pouvant e´ventuellement eˆtre repre´sente´es par des mode`les homoge´ne´ise´s, s’apparen-
tant aux structures minces.
Les travaux re´alise´s au cours de cette the`se et pre´sente´s dans ce me´moire, s’inscrivent dans cette
the´matique “vibrations non line´aires”. Les principaux objectifs sont d’une part, la re´alisation
d’un outil de simulation nume´rique pour le calcul de la re´ponse force´e de structures minces, en
non line´aire ge´ome´trique, conduisant ensuite au calcul des modes non line´aires et d’autre part,
la conception d’un banc d’essai ainsi que le de´marrage des expe´riences.
Le me´moire est organise´ en six chapitres.
Le premier chapitre traite de la dynamique et des vibrations, sans tout de suite s’attacher au cas
des structures minces. On propose dans un premier temps quelques re´fe´rences bibliographiques
et historiques a` propos des vibrations line´aires et non line´aires, comple´te´es par des ge´ne´ralite´s
sur la dynamique. On traite ensuite le cas de la re´ponse libre d’un syste`me, avec quelques rap-
pels concernant l’analyse modale line´aire, puis une revue de diffe´rentes de´finitions et moyens
de calcul de modes non line´aires. Enfin, on termine par l’e´tude du re´gime permanent de sys-
te`mes non line´aires, de la re´ponse force´e harmonique , en s’attachant a` de´crire les phe´nome`nes
caracte´ristiques des non line´arite´s, telles que les diffe´rents type de re´sonances. En comple´ment,
on propose e´galement une revue non exhaustive des me´thodes de re´solutions approche´es des
syste`mes d’e´quations diffe´rentielles non line´aires, caracte´ristiques des proble`mes obtenus apre`s
discre´tisation des mode`les de structures. De plus, tout au long du chapitre, un exemple a` deux
degre´s de liberte´ est utilise´ pour illustrer certains des phe´nome`nes et notions introduits.
Dans le deuxie`me chapitre, on aborde cette fois le cas des structures. Apre`s une revue des diffe´-
rents types de non line´arite´s possibles, on e´crit le proble`me de l’e´lastodynamique 3D en grands
de´placements, particularise´ ensuite au cas des structures minces. Puis, ces mode`les sont discre´ti-
se´s par e´le´ments finis et on y ajoute deux parame`tres, un de´faut de forme et une pre´contrainte.
Ce chapitre conduit donc a` l’e´criture d’un syste`me discret d’e´quations diffe´rentielles du second
ordre, non line´aires, repre´sentant le comportement d’une structure e´lastique quelconque.
Au cours du chapitre trois, on propose une me´thode de re´solution du proble`me de´fini au chapitre
pre´ce´dent. Dans un premier temps, on applique la me´thode de l’e´quilibrage harmonique, pour
transformer le proble`me initial en un syste`me alge´brique non line´aire. On utilise un formalisme
tel que la me´thode est facilement imple´mentable dans un code, a` un niveau e´le´mentaire, et
valable quelque soit le nombre d’harmoniques retenues. Ensuite, le syste`me obtenu est re´solu
1Institut de Recherche pour l’e´tude des Phe´nome`nes Hors Equilibre
3par une me´thode de perturbation-continuation, la MAN (Me´thode Asymptotique Nume´rique),
qui permet de construire les solutions en fonctions des parame`tres que sont l’amplitude et la
pulsation de l’excitation.
Ensuite, le chapitre quatre est consacre´ a` la pre´sentation du code e´le´ments finis utilise´, Eve, ainsi
qu’a` celle des de´veloppements ajoute´s au cours de cette the`se, avec en particulier, l’introduction
d’e´le´ments “e´quilibre harmonique” et d’un module de calcul de la re´ponse force´e en non line´aire.
Le chapitre cinq propose diffe´rentes e´tudes nume´riques de vibrations non line´aires de structures,
base´es sur l’utilisation de l’e´quilibrage harmonique et de la MAN. On y pre´sente trois exemples,
un gong, une poutre a` composante non line´aire et une poutre bi-encastre´e, mode`le de celle uti-
lise´e lors des essais expe´rimentaux. On s’attache dans ce chapitre a` de´crire les caracte´ristiques
non line´aires des re´ponses libres et force´es de la structure conside´re´e et aussi a` mettre en valeur
les points forts et faibles de notre outil nume´rique.
Le dernier chapitre traite de l’observation expe´rimentale de la re´ponse force´e de structures
minces, susceptibles d’exhiber un comportement non line´aire. On y de´crit deux bancs d’essai ;
l’un pre´existant, concerne une poutre bi-encastre´e, et a e´te´ utilise´ essentiellement pour mettre
au point un protocole expe´rimental. Le second, qui a e´te´ conc¸u au cours de cette e´tude, est
constitue´ d’une plaque encastre´e, e´quipe´e d’un syste`me de pre´contrainte, en vue de re´pondre au
besoin d’observation d’interaction modale e´voque´ plus haut.
CHAPITRE I
Dynamique et vibrations :
introduction et rappels
C e chapitre est consacre´ aux vibrations non line´aires de syste`mes discrets.Son objectif est de donner une vision globale des phe´nome`nes caracte´ris-
tiques d’un comportement vibratoire non line´aire.
On propose dans un premier temps une bre`ve revue bibliographique et historique a`
propos de l’e´tude des vibrations, ainsi que quelques ge´ne´ralite´s concernant les sys-
te`mes dynamiques, notamment les diverses formes possibles de l’excitation et des
non line´arite´s. Ensuite on s’inte´resse a` la re´ponse libre, et en particulier au concept
de “modes non line´aires”. Apre`s un bref rappel du cas line´aire, on donne quelques
de´finitions et moyens de calcul de ces modes. Pour terminer, on traite le cas de la
re´ponse force´e harmonique, en de´crivant les diffe´rents phe´nome`nes re´sultant des non
line´arite´s, notamment les re´sonances internes ou secondaires. Cette dernie`re partie
est comple´te´e par une revue de quelques me´thodes de calcul approche´es de la re´ponse
force´e d’un syste`me discret. Dans la mesure du possible, les notions et phe´nome`nes
de´crits, sont illustre´s sur un exemple simple a` deux degre´s de liberte´.
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I.1 Dynamique et vibrations, ge´ne´ralite´s et rappels historiques
I.1.1 Introduction
L’approche pre´sente´e dans ce me´moire se limite a` la me´canique des structures, et aux sys-
te`mes discrets dans ce premier chapitre, mais de nombreuses disciplines sont aussi concerne´es
par la dynamique des syste`mes, line´aires ou non. On peut citer entre autres l’automatique, l’e´lec-
tronique (oscillations dans un circuit RLC), l’e´lectromagne´tisme, voir meˆme l’e´cologie (syste`me
proies-pre´dateurs). De manie`re ge´ne´rale il s’agit de de´terminer pour un syste`me quelconque la re-
lation entre une entre´e et la re´ponse du syste`me, et toutes les caracte´ristiques relatives (stabilite´,
re´gime e´tabli, points singuliers ...). Concre`tement, cela aboutit a` l’e´tude de syste`mes d’e´quations
diffe´rentielles non line´aires. Ainsi la plupart des phe´nome`nes non line´aires et des me´thodes pre´-
sente´s ici ne sont pas ne´cessairement limite´s a` la me´canique. Parmi les nombreux ouvrages
traitant de syste`mes dynamiques non line´aires, on peut citer entres autres Guckenheimer et
Holmes (1983), Blaquie`re (1966), Seydel (1994) ou encore Manneville (1998-1999).
Ce chapitre traite des syste`mes dynamiques non line´aires a` plusieurs degre´s de liberte´. Son ob-
jectif est de de´finir et de de´crire ces syste`mes et les diffe´rents phe´nome`nes lie´s aux non line´arite´s
sans tout de suite s’attacher au cas des syste`mes continus et des structures minces qui sera traite´
au chapitre suivant. La plupart des notions pre´sente´es ici sont bien connues. Il ne s’agit donc
que de rappels dans le but d’essayer de donner au lecteur une vision globale du proble`me des
vibrations non line´aires, ainsi que des me´thodes utilise´es pour les traiter, sans pour autant entrer
dans les de´tails, tout en fournissant des re´fe´rences bibliographiques pour un e´ventuel approfon-
dissement.
Apre`s un bref rappel historique sur l’e´tude des vibrations line´aires puis non line´aires, on pre´-
sente le mode`le de syste`me utilise´ en s’attachant en particulier a` de´crire les diffe´rentes formes
de non line´arite´s et d’excitation possibles. Dans un deuxie`me temps, on de´crit la re´ponse libre
d’un syste`me discret non line´aire, avec en particulier la notion de modes propres non line´aires.
Ensuite, on traite le cas de la re´ponse force´e a` une excitation pe´riodique-harmonique, avec tout
d’abord une pre´sentation des diffe´rents phe´nome`nes induits par les non line´arite´s puis une re-
vue (non exhaustive ...) des me´thodes de calcul approche´ de cette re´ponse. En outre, afin de
faciliter leur compre´hension, certains phe´nome`nes sont illustre´s sur un syste`me a` deux degre´s de
liberte´, compose´ de deux ressorts. Les solutions sont calcule´es alternativement par la me´thode
des e´chelles multiples, en analytique, ou par une me´thode nume´rique (e´quilibre harmonique plus
me´thode asymptotique nume´rique), pre´sente´e en de´tail au chapitre III.
I.1.2 Premie`res approches : du line´aire ...
D’un point de vue historique, Rayleigh fut l’un des premiers, en 1877, (Strutt (Lord Ray-
leigh) (1945)) a formuler la the´orie des vibrations telle qu’on la connaˆıt aujourd’hui. Il a intro-
duit le concept fondamental d’oscillations d’un syste`me line´aire autour d’une position e´quilibre,
et la notion de fre´quences et de modes propres, montrant leur existence pour des syste`mes dis-
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crets ou continus.
Ensuite, au cours des anne´es 20, les besoins de structures le´ge`res en ae´ronautique ont permis
de de´velopper l’e´tude des proble`mes de vibration et de dynamique. Il s’agissait entre autres de
pre´dire le comportement ae´roe´lastique des avions. Ainsi pendant une quarantaine d’anne´es, on
de´veloppa des me´thodes plutoˆt analytiques avec des structures de´finies par un petit nombre de
degre´s de liberte´ (Rayleigh-Ritz ...), en line´aire.
Puis, la naissance et le de´veloppement de l’informatique au cours des anne´es soixante a en-
traˆıne´ l’apparition des me´thodes matricielles (discre´tisation d’expressions variationnelles) puis
le de´veloppement de codes e´le´ments finis, s’adaptant a` l’augmentation constante de la taille des
syste`mes traite´s. Ainsi on est aujourd’hui capable d’e´laborer des mode`les nume´riques perfor-
mants pour pre´dire le comportement de structures en dynamique. De meˆme, l’informatique a
beaucoup apporte´ au traitement de re´sultats expe´rimentaux, avec entre autres le de´veloppement
de techniques d’analyse modale (depuis 1960) et celui de logiciels de´die´s a` l’analyse vibratoire
expe´rimentale de structures.
De nombreux ouvrages traitent du the`me de la dynamique et des vibrations line´aires, entre
autres celui de Geradin (1993), avec en introduction une bibliographie importante sur le sujet.
On peut e´galement citer Fertis (1995) ou encore Timoshenko (1939), Den Hartog (1960),
Meirovitch (1967) ...
Cependant, la limitation de l’e´tude au cas line´aire occulte de nombreux phe´nome`nes physiques,
et pour certains syste`mes, la prise en compte des non line´arite´s s’ave`re rapidement ne´cessaire si
l’on souhaite en mode´liser correctement le comportement re´el.
I.1.3 ... vers le non line´aire
Historiquement, la de´couverte des aspects de la physique non line´aire classique a de´bute´ au
XIX e`me avec, en me´canique ce´leste, la mesure ou plutoˆt l’observation des effets se´culaires lie´s a`
la non line´arite´ de la loi d’attraction de Newton. Ces travaux ont servi de base d’inspiration a`
ceux de Poincare´, Lindstedt, Hill ou Liapunov et ont e´te´ ensuite prolonge´s en URSS et au Japon
avec Krylov, Bogoliubov ou Hayashi (“Nonlinear oscillations in physical systems”), les progre`s
dans le traitement des e´quations diffe´rentielles conduisant a` une ame´lioration dans l’analyse des
syste`mes a` plusieurs degre´s de liberte´.
Ces premie`res e´tudes, et d’autres qui ont suivis, Blaquie`re (1966), Minorski, Stoker,Hayashi
(1985) ..., ont essentiellement e´te´ consacre´es aux syste`mes a` un degre´ de liberte´, ou alors limi-
te´es a` l’approche “single mode”, ou` la forme de la solution est donne´e par celle du premier mode
line´aire (voir Szemplinska-Stupnicka (1990a) ou Fertis (1995)). Cet hypothe`se conduit aux
meˆmes phe´nome`nes que pour un syste`me a` un degre´ de liberte´. Ces approches ont permis de
mettre en valeur des effets non line´aires sur des mode`les ou avec des me´thodes (relativement ...)
simples. Cependant, certains phe´nome`nes constate´s expe´rimentalement, tels que des combinai-
sons de re´sonances ou des re´sonance internes, ne sont pas visibles sur des mode`les a` un degre´ de
liberte´. Des travaux de Yamamoto(1956), Arnold(1955) ou encore Bennett et Eisley (1970)
ont montre´ les limites d’une telle approche et pre´sente´ des e´tudes de syste`mes a` plusieurs degre´s
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de liberte´. Rosenberg (1966) propose une approche originale, pour des syste`mes a` plusieurs
degre´s de liberte´, introduisant la notion de mode propre non line´aire. (voir e´galement l’ouvrage
de Vakakis et al. (1996) a` ce sujet). Ce cas est traite´ plus en de´tail au paragraphe I.3. Pour
terminer, il est important de citer deux livres qui font re´fe´rence sur le sujet des vibrations, de´die´s
exclusivement au cas non line´aire et avec une approche plutoˆt analytique : Nayfeh et Mook
(1979) qui traite de manie`re ge´ne´rale des oscillations non line´aires et de tous les phe´nome`nes qui
s’y rapportent, pre´sentant des e´tudes qualitatives et quantitatives de celles-ci et l’ouvrage en deux
tomes de Szemplinska qui effectue un bilan des diffe´rentes me´thodes analytiques approche´es pour
le calcul de la re´ponse de syste`mes a` un degre´ de liberte´ (Szemplinska-Stupnicka (1990a)) ou
a` plusieurs degre´s de liberte´ (Szemplinska-Stupnicka (1990b)). On trouvera d’ailleurs dans
ces ouvrages une bibliographie tre`s comple`te sur le sujet.
I.2 Quels syste`mes dynamiques non line´aires ?
Dans ce me´moire, on s’inte´resse au calcul de la re´ponse force´e a` une excitation harmonique,
pour des structures minces en non line´aire ge´ome´trique et, par extension avec une excitation tre`s
faible, a` la re´ponse libre. Concre`tement il s’agit de re´soudre un syste`me d’e´quations diffe´ren-
tielles, avec des non line´arite´s polynomiales, obtenu par discre´tisation des e´quations aux de´rive´es
partielles non line´aires issues du proble`me de l’e´lastodynamique. L’objectif de cette partie est de
de´crire le mode`le mathe´matique utilise´ pour repre´senter le comportement dynamique d’un sys-
te`me discret quelconque, en s’attachant en particulier a` de´finir les diffe´rents types d’excitation
et de non line´arite´s possibles.
Le proble`me de l’e´lastodynamique (voir le chapitre II) conduit apre`s discre´tisation, par l’utili-
sation par exemple d’une me´thode de discre´tisation type Ritz ou e´le´ments finis ou encore une
projection sur la base modale1, au syste`me d’e´quations diffe´rentielles non line´aires du deuxie`me
ordre suivant :
MU¨ +CU˙ +KU + F 1(U , U˙ ) + F 2(U , U˙ , t) = 0 (I.1)
U(X , t) repre´sente l’ensemble des variables de´pendantes de l’espace et du temps, caracte´risant
le syste`me. M est la matrice de masse, C celle d’amortissement, K celle de rigidite´, et enfin
F 1 et F 2 repre´sentent les termes non line´aires et les sollicitations exte´rieures. Les matrices sont
de taille n, nombre de degre´ de liberte´ du proble`me. Il s’agit alors de calculer U (de manie`re
approche´e en ge´ne´ral), mais aussi d’e´tudier la stabilite´ des solutions obtenues, afin de de´terminer
si elles ont un sens physique ou non. On appellera e´galement syste`me line´aire sous-jacent ou
associe´, le syste`me (I.1) pour F 2(U , U˙ , t) = F 2(t) et F 1(UU˙) = 0. L’e´tude de ce dernier est
un pre´alable ne´cessaire au traitement du cas ge´ne´ral non line´aire. En effet les solutions line´aires,
bien que rapidement limite´es, fournissent une base de de´part (dans les me´thodes de perturbation
par exemple) ou peuvent tout au moins servir de re´fe´rence pour identifier les comportements
typiquement non line´aires.
1des pre´cisions sur le traitement des syste`mes continus sont donne´es dans la partie III.1
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Au final, on conside`re que (I.1) est suffisamment ge´ne´rale pour repre´senter le cas de n’importe
quel syste`me me´canique continu ou discret type masses-ressorts-amortisseurs.
Dans ce mode`le, outre le nombre de degre´s de liberte´, les points de´terminants sont d’une part
la repre´sentation de l’excitation et d’autre part le type de non line´arite´ inclus. Ainsi, l’e´tude
de syste`mes non line´aires a` un degre´ de liberte´ a permis d’exhiber de nombreux phe´nome`nes
caracte´ristiques des non line´arite´s de manie`re relativement simple mais exclu toute une classe
de phe´nome`nes tels que les re´sonances internes, visibles pour des mode`les a` plusieurs degre´s de
liberte´. On effectue ci-apre`s une revue des diffe´rentes formes d’excitation et de non line´arite´,
pour les syste`mes me´caniques. Il s’agit simplement de donner un aperc¸u ge´ne´ral des quelques
possibilite´s, avant de traiter en de´tail le cas d’une excitation harmonique, pour des non line´arite´s
polynomiales (i.e. celles obtenues pour les structures minces en non line´aire ge´ome´trique).
I.2.1 Excitation
On de´crit ici, rapidement, deux types de mode`le pour l’excitation : externe ou parame´trique.
• excitation externe :
si F 2(U , U˙ , t) = Fˇ (U , U˙ )+P . De plus, lorsque la re´ponse du syste`me n’a aucune influence (ou
alors ne´gligeable) sur la force excitatrice, on parle de source d’e´nergie ide´ale. Cela signifie que
cette dernie`re est illimite´e ou alors suffisamment importante pour ne pas de´pendre de la re´ponse
du syste`me. Un cas particulie`rement inte´ressant est celui de sollicitations pe´riodiques sous la




F k cos (Ωkt+ θk) (I.2)
Dans le cas contraire, source non ide´ale, la re´ponse est susceptible de modifier l’excitation. En
ge´ne´ral il faut ajouter une e´quation de´crivant le lien entre le syste`me ide´al et l’excitation. Nayfeh
etMook (1979) traitent quelques exemples de cette situation et montrent en particulier que des
sauts peuvent avoir lieu dans le cas line´aire.
• excitation parame´trique :
lorsque l’excitation apparaˆıt dans les coefficients de l’e´quation aux de´rive´es partielles, et devient
donc un parame`tre. A un degre´ de liberte´, on obtient par exemple les e´quations de Mathieu,
largement traite´es dans la litte´rature : x¨ + (δ + 2ǫcos2t)x = 0. C’est aussi le cas d’une plaque
sollicite´e dans son plan. Ce type de sollicitation conduit a` des re´sonances dites parame´triques.
Ce proble`me n’est pas traite´ dans cette the`se mais on trouvera plus de de´tails dans Nayfeh
et Mook (1979) (exemple entre autres du pendule avec un support mobile) ou Szemplinska-
Stupnicka (1990b).
On peut e´galement citer le cas ou` la pulsation ou l’amplitude de l’excitation varie en fonction du
temps, a` savoir celui d’une excitation non stationnaire. On s’inte´resse alors a` la de´viation de la
re´ponse par rapport a` celle du syste`me stationnaire, essentiellement autour de la re´sonance ou`
le phe´nome`ne est le plus sensible. On observe alors un de´placement du pic de re´sonance et des
phe´nome`nes de battements. Nayfeh et Mook (1979) proposent une bibliographie a` ce sujet,
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(en particulier l’ouvrage de Mitropolsky, Problems of the asymptotic theory of nonstationnary
vibrations, 1965) et traitent quelques exemples par la me´thode des e´chelles multiples, pour des
non line´arite´s cubiques.
Dans ce me´moire on se limite au cas d’une excitation externe, pe´riodique, de la forme (I.2), avec
e´ventuellement F k tre`s petit pour tendre vers la re´ponse libre.
I.2.2 Types de non line´arite´s
En pratique, toute structure re´elle est non line´aire, pour diverses raisons (mate´riau, ge´ome´-
trie, contacts, frottements, joints avec friction ou perte de contact, conditions limites, chocs,
etc...). Cependant ces effets peuvent eˆtre plus ou moins ne´gligeables. Worden et Tomlinson
(2001) effectuent une revue des principaux types de non line´arite´s, qui est brie`vement pre´sente´e
ici : amortissement ou raideur de type polynoˆme, jeux, impact, friction, effets de saturation.
En ge´ne´ral, les non line´arite´s de´pendent de la fre´quence, de l’amplitude des de´placements ou de
l’excitation et de la vitesse.
• raideur polynomiale (essentiellement quadratique ou cubique) :
F (U , U˙ , t) = kU + kpU
p + . . .
Ce cas est typique des structures minces type plaques ou coques. Deux situations se pre´sentent :
soit la raideur diminue lorsque l’amplitude des de´placements augmente (adoucissement), soit
c’est l’effet inverse (raidissement). L’e´quation de Duffing (1918) en est l’exemple le plus connu
et le plus e´tudie´ :
mu¨+ cu˙+ ku+ k3u
3 = P (t) (I.3)
Cette e´quation a` un degre´ de liberte´ est relativement simple et surtout repre´sentative de nom-
breux syste`mes physiques du fait entre autre de sa syme´trie impaire. Son e´tude permet de montrer
quelques phe´nome`nes non line´aires (voir Worden et Tomlinson (2001), Guckenheimer et
Holmes (1983) ...).
• raideur (ou amortissement) biline´aire :
F (U) =
{
k1U, pourU > 0
k2U, pourU < 0
(I.4)
On rencontre ce genre de non line´arite´s lors de chocs.
• raideur line´aire par morceaux : en cas de secousses, perte de contact ...
• amortissement non line´aire :
F (U, U˙ ) = CU˙ |U˙ | (I.5)
C’est le cas par exemple de l’amortissement introduit par l’e´coulement d’un fluide autour des
crayons combustibles d’un re´acteur a` eau pressurise´e (Pisapia (2004), Perignon (2000)).
• frottement de Coulomb : amortissement du type F (U˙) = Csign(U˙).
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Dans la suite, on conside´rera des non line´arite´s de raideur de type polynomiales, essentiellement
quadratiques ou cubiques, qui sont celles rencontre´es pour les structures minces en non line´aire
ge´ome´trique. On e´voquera e´galement le cas des non line´arite´s dans la chaˆıne de mesure au
chapitre expe´rimental (VI).
I.3 Oscillations libres de syste`mes non line´aires
Afin de de´terminer les caracte´ristiques d’un syste`me, il est assez naturel de s’inte´resser a`
la re´ponse de celui-ci a` une excitation exte´rieure ou en re´gime libre. La re´ponse force´e d’un
syste`me est e´tudie´ au §I.4. On conside`re dans ce paragraphe les oscillations libres, soit donc la
re´ponse d’un syste`me a` des conditions initiales donne´es (un laˆcher par exemple). En ge´ne´ral, la
structure vibre sur ses modes propres. En line´aire, les notions de modes et fre´quences propres,
caracte´ristiques dynamiques du comportement du syste`me sont bien connues et maˆıtrise´es. Leur
calcul fournit notamment des informations sur les re´sonances, qui ont lieu autour des modes. Ils
servent e´galement de base a` l’analyse modale qui constitue un outil puissant pour le calcul de la
re´ponse d’un syste`me et permettent la construction de mode`les re´duits (voir les nombreux ou-
vrages traitant de ce sujet : Geradin (1993), Fertis (1995) ...). Au final, on dispose aujourd’hui
de nombreux outils, codes de calcul ou logiciels destine´s aux essais expe´rimentaux, utilisant ces
notions classiques et bien maˆıtrise´es.
En revanche, en non line´aire la situation est plus complique´e. Il est ne´cessaire de donner une
nouvelle de´finition des modes. En effet, les formes modales et les fre´quences propres vont de´-
pendre de l’amplitude du mouvement (conduisant a` la fameuse “backbone curve”, i.e. relation
de´placements-fre´quences), le the´ore`me de superposition n’est plus applicable et de nouveaux
phe´nome`nes peuvent avoir lieu (bifurcations, re´sonances internes, etc...). Ainsi, la de´finition de
“modes non line´aires”, et leur utilisation, bien que restant un sujet largement ouvert, fait l’objet
de nombreux travaux. L’inte´reˆt de l’emploi de modes non line´aires est de de´finir, ou tout au
moins d’essayer, un outil e´quivalent aux modes propres classiques mais pour les proble`mes non
line´aires. Ceci afin de traiter entre autres les re´sonances (celles de syste`mes non line´aires ont lieu
aussi autour des modes non line´aire, Vakakis et al. (1996)), de construire des mode`les re´duits,
de de´finir un “principe de superposition” non line´aire. Il s’agit aussi d’utiliser cet outil pour
traiter le cas des re´sonances internes, des couplages, les proble`mes de stabilite´ et de bifurcation.
Dans cette partie, apre`s un bref rappel du cas line´aire, on introduit la notion de mode propre
non line´aire, et quelques de´finitions existantes, puis on propose une revue de certaines me´thodes
disponibles pour leur calcul. Pour terminer, on traite le cas d’un syste`me a` deux degre´s de li-
berte´, constitue´ de deux ressorts, pour illustrer ce qui pre´ce`de.
I.3.1 Rappel du cas line´aire
Le cas des syste`mes line´aires est bien connu et largement traite´ dans la litte´rature, que ce soit
pour les syste`mes discrets ou continus. On rappelle ici brie`vement quelques re´sultats pour des
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syste`mes conservatifs a` plusieurs degre´s de liberte´. On s’inte´resse aux notions fondamentales de
modes et fre´quences propres, dont l’extension en non line´aire sera pre´sente´e plus loin (I.3.2) et
a` l’utilisation de l’analyse modale pour le calcul de la re´ponse force´e. Il s’agit surtout de mettre
en valeur les points forts de ces notions en vue de pre´parer et justifier une extension au non
line´aire.
I.3.1.a De´finition des modes et fre´quences propres line´aires
Les modes sont de´finis comme des solutions pe´riodiques du proble`me libre conservatif,
MU¨ +KU = 0 (I.6)
donne´es par :
Uk(t) = Ψk(ak cosωkt+ bk sinωkt) = Ψkqk(t) (I.7)
Les ωk (fre´quences propres) etΨk (formes propres) sont des constantes inde´pendantes du temps,
obtenues par la re´solution du proble`me aux valeurs propres :
(K − ω2kM )Ψk = 0 (I.8)
k variant de 1 a` n, nombre de degre´s de liberte´ du syste`me (e´ventuellement infini pour un sys-
te`me continu).
I.3.1.b Oscillations libres
Revenons maintenant au calcul des oscillations libres d’un syste`me discret de la forme (I.6).
Les modes de´finis ci-dessus constituent une base de l’espace des solutions et tout vecteur solution





Ce qui permet de de´coupler le syste`me de de´part en n oscillateurs a` un degre´ de liberte´ :{
Q¨+ ΛQ = 0, Λ = diag(ω21, ..., ω
2
n) Q = {q1...qn}
+Conditions initiales
(I.10)
dont les solutions sont :
qk(t) = ak cosωkt+ bk sinωkt (I.11)
les ak et bk e´tant de´termine´s par les conditions initiales. Ainsi, on peut reconstruire U(t) en
utilisant (I.9). A noter que si les conditions initiales sont coline´aires a` Ψk, le mouvement restera
sur le mode k, le syste`me se de´forme alors coline´airement au vecteur propre Ψk, constant, tous
ses points e´tant a` la meˆme pulsation ωk, et ce quelle que soit l’amplitude des oscillations. Sou-
vent en pratique, pour les syste`mes continus, quelques modes suffisent a` de´crire correctement
14 Chapitre I. Dynamique et vibrations : introduction et rappels
la re´ponse du syste`me. On ne retient donc qu’un nombre limite´ de termes dans la somme (I.9)
(“re´duction” de mode`le), ce qui permet de fortement re´duire sa dimension et donc de facili-
ter sa re´solution. Cette technique est largement utilise´e pour discre´tiser les syste`mes continus
d’e´quations aux de´rive´es partielles de´crivant le mouvement d’une structure, que le syste`me soit
line´aire ou non (approches dites “single-mode” ou “multi-mode”, voir notamment Szemplinska-
Stupnicka (1990a)). Bien entendu, dans ce dernier cas, seule la partie line´aire est de´couple´e et
(I.10) s’e´crit :




Soit le syste`me non conservatif suivant :
MU¨ +CU˙ +KU = F (t) (I.13)
La re´ponse d’un tel syste`me est la somme d’une re´ponse transitoire, fonction des conditions
initiales et qui est la solution en re´gime libre obtenue pour F (t) = 0, et d’une solution parti-
culie`re qui correspond au re´gime e´tabli, inde´pendante des conditions initiales. Dans la suite, on
s’inte´ressera uniquement au re´gime permanent harmonique, c’est a` dire celui obtenu pour une
force2 F (t) = F cos Ωt et apre`s disparition du transitoire. On utilise a` nouveau la de´composition
(I.9) qui conduit au syste`me de´couple´ facilement re´solvable3, (voir Geradin (1993)) :
Q¨+ ξQ˙+ΛQ = ΨtF (t) Ψ matrice des formes propres, (I.14)
ξ e´tant une matrice diagonale, dont les solutions sont :













Ensuite, la re´ponse U (t) est donne´e par superposition des re´ponses modales (I.9). Pour Ω = ωk
et en l’absence d’amortissement, ak tend vers l’infini, et on retrouve le phe´nome`ne bien connu
de re´sonance autour du mode line´aire correspondant. Le point important est qu’une excitation
harmonique conduit a` une re´ponse harmonique de meˆme pulsation, ce qui n’est pas ne´cessaire-
ment le cas en non line´aire comme on le verra plus loin.
2Comme toute excitation pe´riodique peut s’exprimer a` l’aide de se´rie de Fourier, le cas plus ge´ne´ral peut se
de´duire par application du principe de superposition
3dans la suite de l’e´tude l’amortissement ne sera pas pris en compte et le but de ce paragraphe est simplement
de montrer l’inte´reˆt des modes propres. C’est pourquoi on conside`re ici pour simplifier que l’amortissement est
diagonalisable (Rayleigh ou autre), d’une forme qui permet l’e´criture (I.14). Pour plus d’informations sur les
diffe´rents type d’amortissements, voir Fertis (1995) ou autres ouvrages ge´ne´raux sur les vibrations
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I.3.1.d Bilan et comple´ments a` propos des modes line´aires
En re´sume´, la connaissance des modes et fre´quences propres d’un syste`me line´aire :
• donne une ossature pour la re´ponse force´e (pic de re´sonance autour des modes),
• permet de de´coupler le syste`me de de´part, facilitant la re´solution du proble`me (analyse
modale), en re´gime libre ou force´,
• permet la construction de mode`les re´duits.
De plus, ce calcul se re´sume a` la re´solution d’un simple proble`me aux valeurs propres, conduisant
a` des modes et fre´quences propres constants, inde´pendants de l’amplitude des vibrations.
Nous allons maintenant pre´ciser quelques proprie´te´s importantes de ces modes, conduisant a`
trois de´finitions ou plutoˆt repre´sentations graphiques de ceux-ci, utiles en vue de l’extension de
la notion de mode au cas non line´aire : dans l’espace de configuration, dans l’espace de phase et
dans le domaine fre´quentiel.





ckj constante inde´pendante du temps. Cela implique que le mouvement d’un degre´ de liberte´
de´termine celui des autres de manie`re unique. Ainsi, dans l’espace de configuration (ui en fonction
de uj), le mode est repre´sente´ par une droite (ligne modale) (voir la courbe (b) de fig.I.1). Cette
proprie´te´ constitue la base du parame´trage utilise´ pour la de´finition des modes propres non
line´aires (voir I.3.2)
L’espace des phases est constitue´ de l’union de l’espace des de´placements et de celui des vitesses,
et sera donc de dimension 2n. Dans cet espace on obtient une autre visualisation des modes,
qui sert de base a` la de´finition des modes propres non line´aires utilise´e par Shaw et Pierre (voir
I.3.2.b). Les e´quations du mouvement sont alors re´e´crites sous forme d’un syste`me du premier
















Le mode propre est ici repre´sente´ par une surface de dimension 2, varie´te´ invariante de l’espace
de phase ((c) de fig I.1) ; invariante dans le sens ou` pour des conditions initiales sur cette surface,
la trajectoire engendre´e reste dans celle-ci. La dynamique sur le mode (i.e. la trajectoire q(t))
est obtenue en projetant les e´quations du mouvement sur la surface. La repre´sentation de q(t) en
fonction de q˙(t) pour des conditions initiales fixe´es dans la varie´te´ donne une orbite pe´riodique
circulaire, qui est un invariant de dimension 1 de l’espace des phases.
La repre´sentation dans le domaine fre´quentiel est plus classique ((a) de fig. I.1), avec des pics
aux re´sonances. La figure I.1 montre trois visualisations pour un mode line´aire : domaine fre´-
quentiel, espace de configuration et espace de phase. Les deux dernie`res permettent d’avoir une
vision “ge´ome´trique” des modes et sont surtout pratiques en vue d’une extension au domaine
non line´aire. Ces courbes sont a` comparer a` celles obtenues dans le cas non-line´aire et pre´sente´es
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Figure I.1 - Diverses repre´sentations pour les modes line´aires : (a) dans le domaine fre´quentiel, com-
ple´te´e ici par la re´ponse force´e en re´gime permanent, (b) ligne modale dans l’espace de configuration, (c)
surface plane invariante dans l’espace des phases et orbite pe´riodique.
I.3.2 De´finition et calcul des modes non line´aires
Comme rappele´ ci-dessus, en line´aire, la connaissance des modes et fre´quences propres est
de´terminante pour celle du comportement libre ou force´ d’un syste`me, et fournit avec l’analyse
modale un outil de calcul puissant. En revanche, ces notions ne sont plus applicables pour un
syste`me non line´aire, du fait entre autres de la perte du principe de superposition et de la
de´pendance des formes modales vis a` vis de l’amplitude des vibrations (voir par exemple les
re´sultats expe´rimentaux propose´s par Benamar et al. (1991) pour des poutres ou Benamar
et al. (1993) pour des plaques). L’inte´reˆt de de´finir des “modes non line´aires” est alors de de´crire
un outil aussi utile que les modes line´aires mais prenant en compte toutes les spe´cificite´s des
syste`mes non line´aires. Il s’agit d’une part de pouvoir donner une “ossature” pour la re´ponse
force´e (les “backbone curves” de´crites plus bas) incluant les diffe´rents types de re´sonances, les
bifurcations, et d’autre part de construire des mode`les re´duits a` partir de modes non line´aires
et pourquoi pas d’aller vers des me´thodes d’analyse modale non line´aires.
La de´finition et l’utilisation de modes non line´aires est un sujet encore largement ouvert mais
pour lequel de nombreux travaux ont de´ja` e´te´ re´alise´s. Il existe plusieurs de´finitions ou approches
des modes non line´aires, et on se propose ici d’en de´crire quelques unes.
Tout d’abord, en paralle`le directe avec leurs homologues line´aires, les modes non line´aires peuvent
eˆtre de´finis comme les solutions pe´riodiques d’un syste`me libre et non amorti du type :
U¨ +KU + F (U , U˙ ) = 0 (I.19)
A la diffe´rence du cas line´aire, les formes modales vont maintenant de´pendre de l’amplitude des
oscillations. Ces modes non line´aires peuvent eˆtre vus comme un prolongement continu des modes
line´aires lorsque l’amplitude des oscillations augmente. Ils sont tangents aux modes line´aires
associe´s et les re´sonances non line´aires ont lieu autour des modes non line´aires (Vakakis et al.
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(1996)), ce qui constitue en partie l’inte´reˆt de leur calcul. Cependant la pre´sence de phe´nome`nes
de localisation (Vakakis et al. (1996)) et de bifurcations fait que le nombre de modes peut eˆtre
supe´rieur au nombre de degre´s de liberte´.
Dans cette partie on s’est inte´resse´ a` trois autres approches pour de´crire les modes non line´aires :
– l’approche de Rosenberg (Rosenberg (1962), Rosenberg (1966), Rand (1974), Vakakis
et al. (1996))
– l’approche de Shaw et Pierre (Shaw et Pierre (1993a), Shaw et Pierre (1993b), Boivin
et al. (1995), Boivin et al. (to appear), Peshek et al. (2002))
– l’approche “formes normales” ( Jezequel et Lamarque (1991), Nayfeh et Nayfeh
(1994), Touze´ et al. (2003))
Apre`s les avoir de´crite, on propose une revue de quelques techniques de calcul de ces modes.
I.3.2.a Approche Rosenberg
La ge´ne´ralisation du concept de modes normaux aux syste`mes non line´aires a commence´ avec
les travaux de Lyapunov (1907) dont le the´ore`me montre l’existence d’une famille de solutions
pe´riodiques (les modes normaux non line´aires), synchronise´es, au voisinage de points d’e´quilibre
stables de syste`mes conservatifs a` plusieurs degre´s de liberte´, sous re´serve qu’il n’y ait pas de
relations de re´sonance interne. Rosenberg a ensuite e´te´ le premier a` avoir formule´ et de´veloppe´
une the´orie des modes normaux non line´aires. Il propose une approche radicalement nouvelle
pour le calcul de vibrations de syste`mes a` plusieurs degre´s de liberte´. Plutoˆt que d’employer des
me´thodes d’approximation analytique, il utilise une approche ge´ome´trique et e´tudie les trajec-
toires dans l’espace de configuration. Conside´rant un syste`me conservatif, compose´ de masses
relie´es par des ressorts non line´aires, il propose pour les modes normaux non line´aires la de´fini-
tion suivante (Rosenberg (1966)) :
“vibrations a` l’unisson d’un syste`me autonome.”
soit :
– la fre´quence de chaque composante du syste`me est la meˆme
– toutes les masses passent par leur position d’e´quilibre 0 au meˆme instant
– toutes les masses atteignent leur translation maximale au meˆme instant
– le mouvement de chaque masse, a` chaque instant t, est une fonction univoque du mouve-
ment de l’une d’elles, qui peut eˆtre arbitrairement choisie a` cet instant. Ce qui conduit a`
parame´trer le mouvement en posant :
ui(t) = Xi(uref (t)) (I.20)
uref (t) e´tant un degre´ de liberte´ “re´fe´rence” choisi arbitrairement.
Rosenberg introduit e´galement le concept de lignes modales : celles-ci correspondant aux tra-
jectoires des modes normaux de vibrations dans l’espace de configuration, pour une amplitude
fixe´e. Son approche se limite aux syste`mes conservatifs ou posse´dant une inte´grale premie`re du





Figure I.2 - Approche Rosenberg, ligne modale pour un syste`me a` deux degre´s de liberte´, u2 = X2(uref ) :
courbes passant par l’origine et finissant sur les surfaces e´quipotentielles pour un niveau d’e´nergie fixe´. -
- -cas line´aire, — cas non line´aire.
mouvement, non gyroscopiques, et pour des forces internes non line´aires impaires (sa de´finition
ne s’applique donc pas a` l’exemple de´crit plus loin ((I.36)) qui posse`de des non line´arite´s quadra-
tiques). Sous les hypothe`ses de Rosenberg, on recherche alors des solutions pe´riodiques ui(t) (les
modes normaux), pour un syste`me masses-ressorts, conservatif a` n degre´s de liberte´ du type :
u¨i +
∂V (u1, ..., un)
∂ui
= 0, i = 1...n (I.21)
V e´tant l’e´nergie potentielle du syste`me et n le nombre de degre´s de liberte´. L’introduction de
la parame´trisation (I.20) conduit a` un syste`me ne de´pendant plus explicitement du temps. Son
report dans les e´quations du mouvement donne une repre´sentation de Xi qui est la trajectoire du
mode i dans le plan (uref , ui), la ligne modale, uniquement en fonction de uref ; Xi est cherche´
sous forme de de´veloppement asymptotique (Rosenberg (1966), Vakakis et al. (1996) avec
un exemple a` deux degre´s de liberte´). La figure I.2 donne une repre´sentation des lignes modales
pour un exemple a` deux degre´s de liberte´, pour le syste`me non line´aire et le syste`me line´arise´
correspondant. A noter que les lignes modales passent en ze´ro et que la ligne non line´aire est
tangente en ce point au mode line´aire. De plus, contrairement au cas line´aire, la pe´riode des
vibrations et la de´forme´e de´pendent de l’amplitude du mouvement, (i.e. du niveau d’e´nergie),
d’ou` la courbure des lignes.
Lorsque la relation (I.20) est line´aire (i.e. ui
uref
= constante), les modes sont dit semblables, et
les lignes modales sont alors des droites. Un mode semblable est inde´pendant de l’amplitude
de vibration (ce qui n’est pas ne´cessairement le cas de la pulsation !). En particulier, les modes
normaux line´aires sont semblables avec en plus une pulsation constante.
I.3.2.b Approche Shaw et Pierre : invariants de l’espace des phases
Shaw et Pierre (Shaw et Pierre (1993a), ...) ont propose´ une de´finition et une me´thode
de calcul des modes normaux non line´aires base´e sur le concept mathe´matique d’invariant de
l’espace des phases et sur le the´ore`me de la varie´te´ centrale (voir Guckenheimer et Holmes
(1983)). Leur approche est valable pour des syste`mes non conservatifs, sans hypothe`se d’existence
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d’une inte´grale premie`re du mouvement, a` la diffe´rence de l’approche Rosenberg. Ils l’appliquent
a` des syste`mes discrets, Shaw et Pierre (1993a), ou continus, Shaw et Pierre (1993b), Boi-
vin et al. (to appear), Peshek et al. (2002), Vakakis et al. (1996).
Avant tout, on rappelle que l’espace des phases est constitue´ de l’union de l’espace des de´place-
ments et de celui des vitesses, et sera donc de dimension 2n, n e´tant le nombre de degre´s de liberte´
du syste`me de de´part. Qualitativement, une surface est un invariant de l’espace des phases pour
un syste`me donne´ lorsque pour des conditions initiales dans l’invariant, la trajectoire obtenue
reste dans cette surface. Un mode normal du mouvement pour un syste`me autonome est donc
de´fini comme :
“ un mouvement sur une surface a` deux dimensions, de´finie comme une varie´te´ invariante de
l’espace des phases.”
En outre, cet invariant est tangent en un point d’e´quilibre stable du syste`me au sous espace plan
correspondant au mode normal du syste`me line´arise´ autour de cet e´quilibre. La recherche des
modes se re´sume donc a` celle de ces sous espaces invariants et de la dynamique associe´e, dans le
sous espace. Les de´tails pour le calcul de ces surfaces par diffe´rentes me´thodes sont donne´s plus
loin (I.3.2.d).
I.3.2.c Approche “formes normales”
L’approche “formes normales” consiste a` proposer un changement de variable non line´aire,
pour transformer le syste`me non line´aire de de´part en un syste`me plus simple (relativement ...)
ou` ne sont conserve´s que les termes non line´aires importants pour la dynamique. Ce changement
est a` rapprocher de la formule (I.9) utilise´e en line´aire, toujours en vue de construire un mode`le
re´duit par superposition modale. Le principe de cette me´thode est issue de la the´orie des formes
normales, base´e sur les the´ore`mes de Poincare´ et Poincare´-Dulac (voir par exemple Gucken-
heimer et Holmes (1983)). Ce the´ore`me affirme qu’en l’absence de relation de re´sonance4 entre
les valeurs propres de K, ope´rateur line´aire, un syste`me d’e´quations non line´aires du type
U˙ =KU + F (U ) (I.22)
avec F non line´aire tel que F (0) = 0, il existe un changement de variable non line´aire, U =
Y + h(Y ), tel que (I.22) se re´duise a` sa partie line´aire et s’e´crive :
Y˙ =KY (I.23)
Par contre, les termes re´sonants, s’ils existent ne peuvent eˆtre e´limine´s. L’application de ce
principe aux vibrations de syste`mes me´caniques consiste donc a` chercher h(Y ) pour re´e´crire le
syste`me de de´part comme la somme d’une partie line´aire et de termes re´sonants non line´aires.
Cette me´thode est de´crite dans Nayfeh et Nayfeh (1994) ou Jezequel et Lamarque (1991)
avec un formalisme complexe, ou encore Touze´ (2003).
En comple´ment de ces trois approches on peut e´galement citer Bouc et Bellizzi (2003) qui
4les notions de relation de re´sonance et de re´sonances internes sont de´finis au §I.4.1.c
20 Chapitre I. Dynamique et vibrations : introduction et rappels
de´finissent les modes non line´aires par la donne´e d’une “fre´quence”, Ω et d’une “forme modale”,
Ψ, de´pendant toutes deux de deux variables amplitude, a, et phase, Φ, et 2π-pe´riodiques par
rapport a` la phase. Ils recherchent alors les solutions pe´riodiques du syste`me (I.19) (pour une
partie non line´aire antisyme´trique) sous la forme :
U(t) = aΨ(a, ϕ(t)) cos Φ(t), Φ˙(t) = Ω(a,Φ(t)) (I.24)
Le report de (I.24) dans les e´quations du mouvement fournit une repre´sentation parame´trique
du sous-espace invariant caracte´risant le mode, la dynamique e´tant donne´e par la deuxie`me
e´quation de (I.24). La re´solution nume´rique se fait a` l’aide d’une me´thode de Galerkin en Φ.
Pour conclure cette partie on pre´sente ci-dessous (figure I.3) le pendant en non line´aire de la
figure I.1, avec les diverses repre´sentations des modes non line´aires : dans le domaine fre´quentiel,




Réponse forcée u2 
u1 
(a)                                      (b)                                      (c)
Figure I.3 - Diverses repre´sentations pour les modes non line´aires : (a) dans le domaine fre´quentiel,
comple´te´ ici par la re´ponse force´e en re´gime permanent, (b) ligne modale dans l’espace de configuration,
(c) surface plane invariante dans l’espace des phases et orbite pe´riodique
I.3.2.d Quelques me´thodes de calcul des modes non line´aires
On a retenu ici quatre “familles”de me´thodes pour calculer les modes non line´aires (voir
Cochelin (2003)) :
– me´thodes de perturbation, Nayfeh et Mook (1979), Nayfeh et Nayfeh (1994),
(voir I.4.2 pour plus de de´tails), qui ont l’avantage de fournir des solutions analytiques,
d’ou` une meilleure compre´hension des phe´nome`nes, mais au prix de calculs rapidement
lourds et pour un domaine de validite´ assez limite´.
– me´thodes type Galerkin, e´quilibrage harmonique (voir e´galement I.4.2), qui bien
que ne´cessitant une hypothe`se sur la forme des solutions de de´part, conduisent a` des
solutions valides sur un domaine plus important que les me´thodes ci-dessus. Szemplinska-
Stupnicka (1990b) utilise ce genre d’approche. Elle introduit une de´pendance du mode
naturel vis a` vis de l’amplitude des vibrations, avec une ge´ne´ralisation de la me´thode de
Ritz, pour calculer la re´ponse libre de syste`mes non line´aires a` plusieurs degre´ de liberte´.
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La me´thode de calcul des modes non line´aires propose´e dans ce me´moire est e´galement
base´e sur l’e´quilibrage harmonique et sera pre´sente´e plus en de´tails au chapitre III. Elle
consiste a` calculer la re´ponse force´e pour une excitation quasiment nulle, et permet le
calcul des “backbone curves” par continuation sur le parame`tre pulsation, ainsi que la
repre´sentation des sous-espaces invariants.
– me´thodes ge´ome´triques ou` l’on recherche directement les sous-espaces invariants. On
de´crit ici les approches propose´es par Shaw et Pierre (1993a), puis par Touze´ et al.
(2003).
Shaw et Pierre ont de´veloppe´ une me´thode constructive pour le calcul des modes qui se
rapproche de celle de Rosenberg mais utilise deux variables de re´fe´rence, de´placement et vi-
tesse. Le syste`me d’e´quations diffe´rentielles du deuxie`me ordre repre´sentant le mouvement
doit donc eˆtre mis sous la forme :{
u˙i = vi
v¨i + fi(u, v), i = 1, 2..., n
(I.25)
On suppose ensuite que chaque de´placement et vitesse est parame´trable en fonction d’une
paire de´placement-vitesse de re´fe´rence :
u˙i = Xi(uref , vref ), v˙i = Yi(uref , vref ), i = 1, 2, ..., n (I.26)
Le report de ce parame´trage dans les e´quations du mouvement (I.25) conduit a` un syste`me
d’e´quations aux de´rive´es partielles de dimension 2n-2, (ne de´pendant plus explicitement
du temps mais parame´tre´ par uref et vref ) de la forme :
R(Xi(uref , vref ), Yi(uref , vref )) = 0, i = 1..n (I.27)
La re´solution de ce syste`me, i.e. le calcul des (Xi, Yi), donne les e´quations des surfaces
invariantes et donc des modes normaux non line´aires. La dynamique du mode i sur le sous-
espace est obtenue en reportant les expression de Xi, Yi dans les e´quations du mouvement
pour les degre´s de liberte´ de re´fe´rence, ce qui permet de calculer uref et vref puis de de´duire
les autres ui, vi en utilisant (I.26).
La principale difficulte´ re´side donc dans le calcul des (Xi, Yi). Shaw et Pierre (1993a)
proposent entre autres trois exemples d’application pour des syste`mes a` deux degre´s de
liberte´ : un cas line´aire non conservatif, puis non line´aire conservatif et enfin non line´aire
non conservatif. Les surfaces invariantes sont calcule´es en utilisant des de´veloppements
asymptotiques :{
Xi(uref , vref ) = a1iuref + a2ivref + a3iu
2
ref + a4ivrefuref + ...
Yi(uref , vref ) = b1iuref + b2ivref + b3iu
2
ref + b4ivrefuref + ...
(I.28)
Dans Boivin et al. (to appear), la meˆme me´thode est utilise´e pour des syste`mes continus.
Simplement le syste`me de de´part est discre´tise´ en utilisant une de´composition sur la base
des modes propres line´aires, ce qui conduit a` un syste`me discret auquel on applique la
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de´marche de´crite plus haut.
Enfin, Peshek et al. (2002) proposent une me´thode de re´solution nume´rique de (I.27), en
posant :
uref = a cos Φ, vref = −aωk sinΦ (I.29)
ce qui conduit a` la parame´trisation suivante :
u˙i = Pi(a,Φ), v˙i = Qi(a,Φ), i = 1, 2, ..., n (I.30)
Ils emploient ensuite une me´thode de Galerkin pour le calcul des Pi et Qi qui sont cherche´s
sous forme de double se´ries asymptotiques, produit d’un coefficient et d’une fonction de
forme connue, de´pendante de a et Φ. La solution est obtenue en minimisant l’erreur sur un
domaine fixe´. Bien que ne´cessitant plus de temps de calcul nume´rique, les re´sultats sont
plus pre´cis que ceux obtenus avec les de´veloppements asymptotiques ; de plus le domaine
de convergence est connu a` priori, tout ceci e´tant valable a` un niveau local, pour de faibles
non line´arite´s. De plus, la parame´trisation n’est possible qu’en l’absence de re´sonance
interne (Shaw et Pierre (1993a)). Dans le cas contraire, il y a couplage non line´aire
d’un certain nombre de NNMs5 et la varie´te´ invariante est alors de dimension supe´rieure a`
deux. De plus la pre´sence de re´sonances internes entraˆıne celle de bifurcations des NNMs,
compliquant ainsi la dynamique du syste`me et empeˆchant la parame´trisation. Cependant,
la pre´sence de singularite´s dans les de´veloppements asymptotiques permet de de´tecter la
pre´sence de telles re´sonances (Boivin et al. (1995)).
Nayfeh et Nayfeh (1994) proposent e´galement une reformulation de la me´thode dans
un cadre complexe. Son inte´reˆt est entre autre de pouvoir calculer des modes non line´aires
en re´sonance interne.
Touze´ (2003) et Touze´ et al. (2003) utilisent une approche forme normale pour le calcul
des modes, qui s’apparente au formalisme complexe pre´sente´ dans Jezequel et Lamarque
(1991). Les modes non line´aires sont ici aussi conside´re´s comme des invariants de l’espace
des phases. Partant des e´quations du mouvement projete´es sur la base des modes propres
line´aires (en utilisant (I.9)), donne´es par :
Q¨+ΛQ+QUAD(qi, qj) +CUB(qi, qj , qk) = 0 (I.31)
QUAD : termes quadratiques, CUB : termes cubiques, ils proposent un changement de
variable du type
qp = rp + F (R,S) q˙p = sp +G(R,S) (I.32)
avec Q = [q1q2...], de meˆme pour R et S. La dynamique du p-ie`me mode non line´aire est
alors donne´e par le report de (I.32) dans (I.31), avec Rk = Sk = 0, ∀k 6= p, (I.32) pour
les meˆmes conditions ce qui conduit a` l’e´quation du sous-espace invariant pour le mode p.
– continuation des orbites pe´riodiques, (Seydel (1994), Arquier et al. (2004)) : le
mode (i.e. la varie´te´ invariante) peut eˆtre engendre´ par continuation des orbites pe´riodiques
5NNMs : Nonlinear Normal Modes, notation habituelle dans la litte´rature qu’on utilisera parfois ici
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pour des niveaux d’e´nergie croissants. La me´thode consiste a` rechercher les solutions par
une me´thode d’inte´gration temporelle type Runge-Kutta limite´e a` une pe´riode (“shooting
method”), puis a re´soudre le syste`me non line´aire obtenu par une me´thode de continuation
(par rapport a` l’e´nergie me´canique par exemple).
I.3.3 Quelques illustrations sur un exemple a` deux degre´s de liberte´
On introduit ici un exemple destine´ a` illustrer les diffe´rents phe´nome`nes pre´sente´s ci-dessus
pour la re´ponse libre et plus loin pour la re´ponse force´e. Il s’agit d’un syste`me a` deux degre´s de
liberte´, compose´ d’une masse m, mobile sur un plan, reliant deux ressorts (voir figure I.4). Les
non line´arite´s sont polynomiales de type quadratique et cubique. Ce syste`me est utilise´ comme
cas test par le groupe de recherche “modes non line´aires” et pour le congre`s Euromech 457,
























































les de´formations de Green-Lagrange6 pour chaque ressort, avec li la longueur
du ressort de´forme´ et l0 la longueur a` vide,
– Ei(t) la force applique´e au syste`me sur le degre´ de liberte´ i.
On a






















6Ce choix de de´finition pour les de´formations des ressorts, permet d’aboutir a` un formalisme “non line´aire
ge´ome´trique”, similaire a` celui des structures minces pre´sente´es au chapitre II
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Les non line´arite´s pre´sentes sont polynomiales, quadratiques ou cubiques. Les coefficients α2 et
α3 ont e´te´ introduits afin de quantifier l’influence respective de ces deux types de non line´arite´s.




, i = 1, 2. Le cas α2 = α3 = 1 correspond au syste`me “complet”.
L’inte´reˆt de cet exemple est double : il s’agit d’une part de l’utiliser pour illustrer de manie`re
simple les phe´nome`nes non line´aires que nous serons susceptibles de rencontrer dans le cas des
structures minces, et d’autre part de traiter ce cas particulier, qui sert de cas test pour le groupe
“modes non line´aires” et pour lequel nous disposons de re´sultats obtenus par diverses me´thodes
(voir Touze´ (2003) entre autres). La partie nous concernant est l’application de la me´thode de
l’e´quilibre harmonique, comple´te´e par la me´thode asymptotique nume´rique, pour l’obtention des
modes propres non line´aires.
I.3.3.a Cas line´aire
On conside`re ici le syste`me (I.36) pour α2 = α3 = 0, en re´gime libre (Ei(t) = 0, ∀t), line´aire








On effectue alors un essai de laˆcher (vitesse initiale nulle), dont les re´sultats sont donne´s figure
I.5 : pour des conditions initiales sur le mode 1 (i.e. u2 = 0), le mouvement reste sur le mode,
soit dans le sous espace invariant, quelque soit t. Les trajectoires (ou orbites pe´riodiques) ob-
tenues sont des lignes dans l’espace de configuration (figure (b)) et des cercles dans l’espace de
phase (u1,u2,y1) (figure (a), on rappelle que yi = u˙i). Le sous espace invariant correspondant
au mode 1 est le plan (u1,y1). En revanche, des conditions initiales quelconques, en dehors du
sous-espace invariant, engendrent une trajectoire multi-modale. Au passage, le lien entre les
deux repre´sentations est assez e´vident : la seconde (b) n’est qu’une projection de la premie`re (a)
dans l’espace de configuration. Enfin la courbe (c) repre´sente le mode de manie`re plus“classique”,
comme un pic dans le domaine fre´quentiel : le mode donne une“ossature”pour la re´ponse force´e.
I.3.3.b Cas complet
On traite maintenant le syste`me non line´aire complet, avec α2 = α3 = 1, toujours en re´gime
libre, par l’application de la me´thode que nous nommerons EHMAN (e´quilibre harmonique +
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Figure I.5 - Syste`me a` deux ressorts, cas line´aire, pour ω01 = 1, ω02 =
√
2. Premier mode line´aire. (a)
surface plane invariante dans l’espace des phases et orbite pe´riodique (b) ligne modale dans l’espace de
configuration, (c) dans le domaine fre´quentiel, comple´te´ ici par la re´ponse force´e en re´gime permanent.
me´thode asymptotique nume´rique) de´crite au chapitre III. La re´ponse du syste`me est suppose´e




uki cos kΩt (I.38)
La re´solution donne les uki en fonction de Ω. Les termes pre´ponde´rants dans la re´ponse sont ceux
en cos Ωt, u11 et u
1
2, et sont repre´sente´s dans le plan fre´quentiel, sur la figure I.6, a` proximite´ de
la premie`re et deuxie`me pulsation propre, pour N = 2, 3, 4, 8, ω01 = 1, et ω02 =
√
2. Les courbes
sont tangentes au mode line´aire (droite verticale) pour de faibles amplitudes puis s’incurvent. Le
mode 1 est mollissant (figure (a)), tandis que le mode 2 (figure (b)) est mollissant au de´but puis
raidissant a` partir d’une certaine amplitude. On remarque e´galement une zone d’accumulation
de points, qui signale la pre´sence d’une bifurcation. La nouvelle branche, repre´sente´e sur la
figure (c), a e´te´ obtenue en perturbant le´ge`rement les parame`tres de de´part. En ce qui concerne
le nombre d’harmoniques retenues, N = 2 est clairement insuffisant, tandis que le mode`le avec
N = 3 est correct mais que les re´sultats convergent vraiment a` partir de N = 4 (i.e. prise en
compte des termes en cos 3Ωt, importants du fait de la pre´sence de non line´arite´s cubiques). On
construit ensuite ui(t) = ui(t; Ω), surface parame´tre´e par le temps et la pulsation. Pour Ω fixe´, on
obtient une orbite pe´riodique. La surface comple`te donne le sous-espace invariant. Ces re´sultats
sont repre´sente´s sur la figure I.7, pour N = 4, et les meˆmes valeurs des ω0i que ci-dessus. A la
diffe´rence du cas line´aire (figure I.5), le sous-espace invariant repre´sentant le mode n’est plus un
plan mais une surface courbe, tangente au sous-espace line´aire en 0, et les lignes modales sont
incurve´es. Les orbites sont des cercles pour de petites amplitudes puis se de´forment ensuite.
On compare ensuite les re´sultats obtenus par l’EHMAN a` ceux donne´s dans Touze´ et al.
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Figure I.6 - Relation amplitude-fre´quence (u1i = f(Ω)) pour le syste`me a` deux ressorts avec ω01 = 1,
et ω02 =
√
2, calcule´e par l’EHMAN avec N termes dans les de´veloppements harmoniques. (..) :N = 2,
(.-) : N = 3, (- -) : N = 4, traits pleins : N = 8. (a) mode 1, (b) mode 2, (c) mode 2 avec une nouvelle
branche.
Figure I.7 - Repre´sentation du sous-espace invariant correspondant au premier mode non line´aire du
syste`me a` deux ressorts, obtenu par la me´thode EHMAN. A gauche dans l’espace de phase, avec quelques
orbites pe´riodiques (lignes noires) . En haut a` droite, projection des orbites pe´riodiques dans le plan u1, y1.
En bas a` droite, orbites pe´riodiques dans le plan (u1, u2) : lignes modales a` la Rosenberg.
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(2003), toujours sur le proble`me des deux ressorts. Dans cet article, les auteurs utilisent une
approche “forme normale” (voir I.3.2.c) pour calculer directement la ge´ome´trie des sous-espaces
invariants. La dynamique est re´duite a` celle obtenue sur un seul mode non line´aire. La relation
amplitude-fre´quence est ensuite obtenue par application d’une me´thode de perturbation. Les
auteurs comparent e´galement leurs re´sultats a` ceux obtenus en utilisant une me´thode de Galerkin
limite´e au premier mode line´aire (ie projection des e´quations diffe´rentielles non line´aires du
mouvement sur le sous-espace line´aire), et montrent les limites d’une telle approche, qui peut
conduire a` des re´sultats errone´s sur le comportement durcissant ou mollissant du syste`me. Pour



























Ω Ω Ω 
k1=0.5, k2=0.6 k1=1.7, k2=6 k1=3, k2=1 
(a) (b) (c) 
Figure I.8 - Premier mode du syste`me a` deux ressorts. (...) : mode line´aire, traits pleins : EHMAN,









6,(c) : ω01 =
√
3, ω02 = 1,
de faibles amplitudes, les re´sultats obtenus par l’EHMAN sont similaires a` ceux de Touze´
et al. (2003), qui sont valide´s, jusqu’a` une certaine valeur de u11, par une solution obtenue par
inte´gration directe. Pour des amplitudes plus importantes, des solutions de re´fe´rence obtenues
par continuation des orbites pe´riodiques semblent confirmer les re´sultats donne´s par l’e´quilibrage
harmonique. De meˆme, d’apre`s Szemplinska-Stupnicka (1990b), qui compare les deux types
de me´thodes, utilisant une solution de re´fe´rence obtenue par inte´gration nume´rique, le domaine
de validite´ des solutions donne´es par l’e´quilibrage harmonique est largement supe´rieur a` celui de
celles obtenues par les me´thodes de perturbation.
I.4 Re´gime permanent harmonique
Le comportement asymptotique, lorsque le temps tend vers l’infini, est appele´ re´gime per-
manent ou e´tabli (“steady-state”) et est atteint apre`s passage par un re´gime dit transitoire. Les
solutions en re´gime e´tabli peuvent eˆtre pe´riodiques, quasi-pe´riodiques (sommes de termes har-
moniques, dont les pulsations n’ont pas de rapport entier) ou chaotiques (solutions borne´es, qui
ne sont ni pe´riodiques, ni quasi-pe´riodiques). Le type de re´ponse est souvent de´pendant d’un
ou de plusieurs parame`tres (l’amplitude de l’excitation entre autres). Pour certaines valeurs de
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ce(s) parame`tre(s), la re´ponse passera par exemple d’un re´gime pe´riodique a` un re´gime chao-
tique. Un tel changement est appele´ bifurcation. Plus pre´cise´ment on nomme bifurcation tout
changement qualitatif, en fonction d’un parame`tre de controˆle, du comportement du syste`me tel
que par exemple une modification du nombre de solutions. L’e´tude mathe´matique des syste`mes
dynamiques, des bifurcations, des re´gimes chaotiques etc..., constitue un vaste proble`me. Pour
de plus amples de´tails a` ce sujet, on pourra consulter par exemple Guckenheimer et Holmes
(1983), Seydel (1994), Nayfeh et Balachandran (1995)... On se contente ici de l’e´tude des
solutions pe´riodiques en fonction de certains parame`tres (amplitude et pulsation de l’excitation)
qui fournit de´ja` de nombreuses informations sur le syste`me.
En ce qui concerne la re´ponse force´e, la connaissance du comportement d’une structure en re´gime
e´tabli est cruciale, afin de connaˆıtre, d’e´viter ou tout au moins de controˆler les comportements
re´sonants et par exemple, son endommagement. Dans le cas line´aire le calcul de la re´ponse force´e
est relativement simple et bien maˆıtrise´, graˆce a` l’analyse modale qui permet de de´composer un
syste`me a` N degre´s de liberte´ en N oscillateurs line´aires de´couple´s (voir le rappel du §I.3.1.c).
Tout comme pour la re´ponse libre, le cas non line´aire est plus complique´. De nouveaux phe´no-
me`nes ont lieu, en particulier d’autres types de re´sonances.
On conside`re dans cette partie le cas de la re´ponse d’un syste`me a` plusieurs degre´s de liberte´,




Fk cos Ωkt (I.39)
Lorsque N = 1, la re´ponse du syste`me en re´gime line´aire est la superposition de la solution en
re´gime libre et d’une solution particulie`re. En pre´sence d’amortissement, la re´ponse libre tend
vers 0. Si le syste`me est conservatif, un choix approprie´ des conditions initiales permet e´galement
d’annuler ce terme. Le re´gime e´tabli est donc donne´ par la solution particulie`re qui est pe´riodique,
de meˆme pulsation que l’excitation. Les re´sonances (ie amplification de la re´ponse du syste`me
pour une certaine valeur de la pulsation d’excitation) ont alors lieu autour des fre´quences propres,
inde´pendantes de l’amplitude des oscillations. En particulier, pour le syste`me a` deux ressorts




2 cos Ωt+A cosω01t+B sinω01t
u2(t) = C cosω01t+D sinω01t
(I.40)
puis, par un choix “approprie´” des conditions initiales, A = B = C = D = 0, ce qui conduit a` la
re´ponse line´aire en re´gime e´tabli, avec un pic de re´sonance en Ω = ω01.
En re´gime non line´aire la situation est diffe´rente et de nouveaux phe´nome`nes apparaissent.
Le syste`me re´sonne toujours a` proximite´ des modes propres mais la valeur de la fre´quence
de re´sonance est fonction de l’amplitude des oscillations, ce qui conduit a` une courbure de la
re´ponse fre´quentielle, et, physiquement a` des phe´nome`nes de saut. En outre de nouveaux types de
re´sonances ont lieu lorsqu’il existe des relations line´aires entre les fre´quences propres (re´sonances
internes, conduisant a` des couplages entre les modes) ou entre les fre´quences d’excitation et les
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fre´quences propres (re´sonances secondaires : la re´ponse libre n’est plus nulle en re´gime e´tabli).
Ainsi pour une excitation mono-harmonique de pulsation Ω, on distingue les cas suivants :
– Ω ≈ ωi, re´sonance principale ou primaire, identique au cas line´aire,
– Ω ≈ kωi, re´sonance sous-harmonique,










kiωi ≈ 0, re´sonances internes.
les ωi e´tant les pulsations propres line´aires et les m, k, ki des entiers fixe´s.
Les exemples classiques, de“re´fe´rence”, d’oscillateurs non line´aires a` un degre´ de liberte´ sont ceux
de Van der Pol et Duffing, largement traite´s dans la litte´rature (voir par exemple Blaquie`re
(1966) ou Manneville (1998-1999)). Nayfeh et Mook (1979) (par la me´thode des e´chelles
multiples) ou Szemplinska-Stupnicka (1990b) (me´thodes de la moyenne ou de Ritz), abordent
e´galement de nombreux cas avec en particulier les re´sonances secondaires de l’oscillateur de
Duffing.
Dans cette partie, on pre´sente dans un premier temps les diffe´rents types de re´sonances, avec
quelques illustrations toujours dans le cas du syste`me a` deux ressorts7, puis on effectue une
synthe`se des diffe´rentes me´thodes de calcul des solutions en re´gime force´.
I.4.1 Re´sonances non line´aires
I.4.1.a Re´sonance principale
La re´sonance principale, ou primaire, a lieu lorsque le syste`me est soumis a` une excitation
mono-harmonique de pulsation proche de l’une des fre´quences propres : Ω ≈ ωi. A la diffe´rence
du cas line´aire, ou` la valeur de la fre´quence de re´sonance est constante, la valeur pour laquelle
le syste`me entre en re´sonance va de´pendre de l’amplitude de la re´ponse. Cette situation va
conduire a` des phe´nome`nes de saut, avec l’existence de plusieurs solutions permanentes pour
une meˆme valeur de la fre´quence d’excitation. Par contre, comme nous l’avons pre´cise´ plus haut,
la re´sonance a toujours lieu a` proximite´ des modes et donc autour de la fre´quence propre du
syste`me line´aire sous-jacent.
Pour le syste`me a` deux ressorts (I.36), la re´ponse a` l’ordre 1, par la me´thode des e´chelles multiples
(pour les de´tails voir l’annexe A) est :

















Ω = ω01 + σ (I.42)
P1 est une fonction connue de ω01 et ω02. La re´ponse est donc mono-harmonique, a` la meˆme
pulsation que l’excitation. Conside´rons la figure I.9 ou` est trace´e la re´ponse force´e du syste`me a`
7mais sans de´tailler les calculs qui sont donne´s dans l’annexe A
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deux ressorts pour F1 = 0.01N . Nous avons repre´sente´ ici a1, amplitude de la fondamentale, en
fonction de σ, qui est l’e´cart de Ω par rapport a` ω01, premie`re pulsation propre line´aire. Pour
“arreˆter” la courbe, nous avons e´galement introduit de l’amortissement dans le syste`me (I.36) (qui
va de´terminer la position du point E, la courbe tendant vers l’infini lorsque le syste`me est non
amorti). La courbe en pointille´s repre´sente la re´ponse libre (le “mode non line´aire”). Il s’agit de
la relation entre les de´placements et la pulsation en l’absence d’excitation (couramment appele´e
“backbone curve”). Elle part de 0, i.e. Ω = ω01, reste tangente au mode line´aire pour de faibles
valeurs de a1 puis s’incline vers la gauche : il y a mollissement du syste`me, la raideur diminue avec
l’amplitude. Le caracte`re durcissant ou mollissant de´pend du type de non line´arite´s pre´sentent
dans le mode`le. La re´ponse force´e est en traits pleins. On distingue trois zones diffe´rentes :
une zone ou` une seule solution existe (avant le point F et apre`s le point C), une zone ou deux
solutions existent (points C et B) et enfin une autre ou trois solutions sont possibles : entre F et
B ou E et C). Une e´tude de stabilite´ permet alors de de´terminer quelles solutions sont re´ellement
observables : ici, la partie BE est instable, le reste stable.
Expe´rimentalement, la solution observe´e est fonction des conditions initiales : pour un balayage
en fre´quence dans le sens croissant, partant de A, la valeur de a1 va augmenter de A a` B puis
sauter de B a` C et de´croˆıtre jusqu’en D. Inversement si la pulsation diminue, partant de D, a1
augmente jusqu’en E et saute en F pour finir en direction de A. Il y a donc une rupture de la
continuite´ de la solution, les sauts, facilement observable et typique des non line´arite´s.


















Figure I.9 - Re´ponse force´e du syste`me (I.4) - Re´sonance primaire autour du premier mode
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I.4.1.b Re´sonances secondaires
A priori, lorsqu’un syste`me est excite´ par une force dont la pulsation est e´loigne´e des fre´-
quences propres, sa re´ponse est celle obtenue en re´gime line´aire e´tabli (type (I.40) pour le syste`me
a` deux ressorts). Cependant, il existe certaines valeurs de la pulsation d’excitation pour lesquelles
le syste`me entrera en re´sonance, dite secondaire. Von Ka¨rman, entre autres, a observe´ ce phe´-
nome`ne et constate´ que certaines parties d’un avion pouvaient eˆtre excite´es violemment par les
vibrations d’un moteur, de vitesse angulaire largement supe´rieure aux fre´quences propres.
Plus pre´cise´ment, on parle de re´sonance secondaire lorsque, en re´gime e´tabli, la partie corres-
pondant a` la re´ponse libre du syste`me est non nulle, quelles que soient les conditions initiales.
Des valeurs pre´cises de la pulsation d’excitation (ou des pulsations pour une excitation multi-
harmonique) conduisent a` l’apparition de nouveaux termes re´sonants dans la re´ponse. Celle-ci,
pseudo-pe´riodique mais non harmonique, s’e´crit alors
u(t) = a1 cos(Ωt+ θ) +
n∑
j=2
aj cos(ωjt+ ϕj) (I.43)
Szemplinska-Stupnicka (1990b) montre que la condition ne´cessaire d’existence de ce type de








|pj | =M, M − 1 l’ordre de la non line´arite´, n le nombre de degre´s de liberte´.
(I.44)
Selon ces valeurs on distinguera divers cas, avec en particulier :
• re´sonance super-harmonique : Ω ≈ ωi
p
Conside´rons a` nouveau le syste`me a` deux ressorts (I.36). Les non line´arite´s sont cubiques et
quadratiques, d’ou` la pre´sence (the´orique) de re´sonances super-harmoniques pour p = 2 et
p = 3. Par exemple, pour 2Ω ≈ ω01, la re´ponse approche´e (e´chelles multiples a` l’ordre 1) est :
u1 = ǫ
f








Ainsi, une excitation a` Ω = ω012 , conduit a` une re´ponse e´tablie compose´e de deux termes : l’un,
e´quivalent de la partie line´aire, de pulsation Ω et le second, duˆ a` la non line´arite´, de pulsation ω01.
La non line´arite´ “ajuste” la fre´quence de la solution homoge`ne a` deux fois celle de l’excitation,
ce qui rend la solution pe´riodique. De plus lorsque f diminue, la re´ponse libre qui est en f2
de´croˆıt plus rapidement que la solution particulie`re et pour de faibles amplitudes d’excitation,
on retrouve la re´ponse line´aire. Le signal temporel est donc module´ par ce terme supple´mentaire,
tandis que la pre´sence d’une re´sonance sur-harmonique se traduit par l’apparition d’un pic dans
le domaine fre´quentiel (voir figure I.10).
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Figure I.10 - Re´ponse force´e du syste`me a` deux ressorts, pour 2Ω ≈ ω01 : re´sonance super-harmonique -
Signal temporel (a` gauche) et coefficient a2 (obtenu par la me´thode de l’e´quilibre harmonique) en fonction
de la pulsation d’excitation (a` droite), pour F1 = 0.01N
• re´sonance sous-harmonique : Ω ≈ pωj
L’ide´e est la meˆme que pour les re´sonances super-harmoniques, et la re´ponse s’e´crit :




Cependant, pour un syste`me amorti, il existe une valeur seuil de la force (voir Nayfeh etMook
(1979)) pour laquelle ce type de re´sonance apparaˆıt.
Nous ne sommes pas parvenu a` repre´senter ces re´sonances pour notre exemple, the´oriquement
pre´sentes pour p = 2 ou p = 3. La solution obtenue par la me´thode des e´chelles multiples n’est
pas borne´e et tend donc vers l’infini, ce qui n’a pas de sens dans la mesure ou` la me´thode se limite
a` des non line´arite´s faibles, et donc pour de petites amplitudes. La continuation des branches
de solution par la me´thode e´quilibrage harmonique plus MAN n’a rien donne´ non plus. En fait
il semblerait que les branches de solutions ne “de´marrent” pas de la branche u = 0. Une e´tude
plus approfondie permettant de trouver un point solution de de´part, serait donc ne´cessaire.
• combinaison de re´sonances :
On est en pre´sence de ce type de re´sonance lorsque Ω =
∑
j>1
pjωj ou, pour une excitation
multi-fre´quences, quand ωi =
∑
j>1
pjΩj,∀i. La situation est similaire aux cas pre´ce´dents, avec
l’apparition de termes re´sonants de pulsations diffe´rentes de Ω.
I.4.1.c Re´sonances internes
Les syste`mes continus ou a` plusieurs degre´s de liberte´ posse`dent plusieurs fre´quences propres
line´aires, pouvant eˆtre commensurables. C’est a` dire qu’on peut avoir des relations du type
ω2 ≈ pω1 ou ω3 ≈ pω1 ± nω2, p, n e´tant des entiers. Ces relations peuvent conduire a` des
phe´nome`nes de couplage plus ou moins important entre les modes, ce en fonction de l’ordre des
non-line´arite´s du syste`me. On parle alors de re´sonance interne. En fait l’e´nergie est constamment
e´change´e entre les modes implique´s dans la re´sonance interne, avec une de´croissance en pre´sence
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d’amortissement. Ce phe´nome`ne, combine´ a` des re´sonances primaires ou secondaires, conduit
a` des situations e´quivalentes a` celles de´crites plus haut : re´sonance super ou sous harmonique,
re´ponse pseudo-pe´riodique etc.
Conside´rons a` nouveau le syste`me a` deux ressorts et supposons que ω02 ≈ 2ω01. Pour une
excitation Ω proche de la premie`re fre´quence propre, la re´ponse au premier ordre, calcule´e par





(σ2 + 2σ1) cos Ωt+O(ǫ
2)
u2(t) = ǫa cos 2Ωt+O(ǫ
2)
(I.47)
















A la diffe´rence du cas sans re´sonance interne (voir (I.41)), le deuxie`me degre´ de liberte´ est non
nul, l’e´nergie est re´partie entre les deux modes (on parle alors de re´sonance i :j, i et j e´tant les
modes implique´s).













les ai e´tant des fonctions entre autre de Ω (voir A). A nouveau, les deux modes sont implique´s
dans la re´sonance, avec en plus une re´ponse dont la pulsation est une fraction de celle de l’ex-
citation. A noter que, pour un syste`me plus re´aliste (ie en pre´sence d’amortissement), il existe
une valeur critique de la force d’excitation (voir Nayfeh et Mook (1979)) en dec¸a` de laquelle
les seules solutions possibles sont a1 = a2 = 0.
Apre`s ce rapide aperc¸u de l’influence des non line´arite´s sur la re´ponse force´e d’un syste`me, on
s’interesse maintenant aux me´thodes de calcul des solutions.
I.4.2 Quelques me´thodes de calcul de la re´ponse approche´e d’un syste`me non
line´aire discret
Pour le calcul de la re´ponse force´e de structures minces en non line´aire ge´ome´trique, on sera
amene´ a` re´soudre un syste`me d’e´quations diffe´rentielles du second ordre, non line´aire. L’e´criture
de ce dernier par application des e´le´ments finis est de´crite au chapitre II. En ge´ne´ral on ne
sait pas calculer de solutions exactes pour les syste`mes non line´aires, sauf dans des cas parti-
culiers bien pre´cis. Le grand nombre de degre´s de liberte´ des syste`mes re´els, les non line´arite´s
et les phe´nome`nes complexes qui en de´coulent (voir le paragraphe pre´ce´dent) font qu’on doit se
contenter de solutions approche´es. Un rappel des diffe´rentes me´thodes pour traiter le cas des
syste`mes continus en dynamique est donne´ dans l’introduction du chapitre III. Dans ce me´-
moire, pour re´soudre le syste`me discret (I.1), on utilise la me´thode de l’e´quilibre harmonique,
qui permet d’obtenir un syste`me alge´brique, lui meˆme re´solu par la MAN (Me´thode Asympo-
tique Nume´rique). Tout ceci est de´crit au chapitre III. On de´crit donc dans ce paragraphe les
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principales me´thodes analytiques de re´solution d’un syste`me non line´aire discret du type (I.1),
en vue de les comparer a` la me´thode de l’e´quilibre harmonique. On commence ici par pre´senter
les me´thodes dites de perturbation (Blaquie`re (1966), Bogoliubov et Mitropolski (1962),
Nayfeh (1973)...). Elles consistent a` chercher des solutions du proble`me non line´aire a` partir
de celles du syste`me line´aire sous-jacent, en perturbant ces dernie`res. On distingue au sein de
ces me´thodes deux cate´gories (Szemplinska-Stupnicka (1990a)) :
– d’une part les me´thodes valables pour des syste`mes faiblement non line´aires (ie les termes
line´aires sont proportionnels a` un petit parame`tre ǫ << 1), (I.1) s’e´crit alors :
MU¨ +KU = ǫF (U , U˙ , t) (I.50)
La non line´arite´ est vue comme une perturbation du syste`me line´aire sous-jacent dont les
solutions sont harmoniques. Ce sont les me´thodes type e´chelles multiples ou moyenne :
on de´termine un syste`me d’e´quations fonction du temps, qui donne les variations de la
phase et l’amplitude. Le proble`me est transforme´ en un syste`me autonome, dont les points
singuliers correspondent aux solutions en re´gime e´tabli,
– d’autre part les me´thodes ne´cessitant une hypothe`se sur la forme de de´part de la partie
temporelle de la solution, mais valables pour des non line´arite´s “fortes”. Dans ce cas on
cherche directement les solutions pe´riodiques.
Nous effectuons ici une revue rapide de ces me´thodes avec une attention particulie`re pour les
e´chelles multiples utilise´es pour traiter l’exemple (I.36) et l’e´quilibre harmonique. Pour plus de
de´tails sur les me´thodes de perturbation, on pourra consulter les ouvrages cite´s plus haut (en
particulier ceux deNayfeh (1973), Nayfeh et Mook (1979) ou Nayfeh (1985) ou` elles sont
largement de´crites et applique´es a` de nombreux proble`mes).
Les quatre premie`res me´thodes pre´sente´es ci-dessous consistent a` rechercher la solution sous
forme d’une se´rie entie`re d’un petit parame`tre ǫ, de reporter ces de´veloppements dans le proble`me
initial, puis d’identifier a` ze´ro les coefficients des ǫi et de re´soudre conse´cutivement les syste`mes
obtenus.
• De´veloppement asymptotique simple (“straigthforward”)
On recherche la solution U du syste`me sous la forme d’une se´rie d’un petit parame`tre ǫ :
U(t; ǫ) = u0(t) + ǫu1(t) + ǫ
2u2(t) + ... (I.51)
u0(t) e´tant la solution pe´riodique du syste`me non perturbe´ (i.e. pour ǫ = 0). Les de´veloppements
sont effectue´s jusqu’a` l’ordre auquel on souhaite obtenir la solution. Cela conduit a` l’apparition
de termes se´culaires, c’est a` dire de la forme tm sin θ(t) ou tm cos θ(t). Ces derniers tendent vers
l’infini avec t et sont a` e´liminer, d’ou` l’ide´e de la me´thode suivante.
• Me´thode de Lindstedt-Poincare´
Il s’agit ici d’une ame´lioration de la me´thode pre´ce´dente, ou` la de´pendance de la fre´quence vis
a` vis de l’amplitude n’est pas prise en compte. Pour y reme´dier, on recherche e´galement la
pulsation ω sous forme d’une se´rie de ǫ :
ω(ǫ) = ω0 + ǫω1 + ... (I.52)
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puis on proce`de de la meˆme manie`re, avec :
U(t; ǫ) = ǫu1(τ) + ǫ
2u2(τ) + ..., τ = ωt (I.53)
On choisit ensuite les ωn afin d’e´liminer les termes se´culaires. Nayfeh (1973) propose e´galement
une variante, nomme´e me´thode de renormalisation, qui conduit aux meˆmes re´sultats mais qui
est ge´ne´ralement plus simple a` mettre en oeuvre.
• Me´thode asymptotique (Bogoliubov etMitropolski (1962), Szemplinska-Stupnicka
(1990a)).
On cherche la solution sous forme d’une somme de la solution pe´riodique du syste`me line´aire
sous-jacent et d’une se´rie entie`re du petit parame`tre ǫ :
U = a cosψ + ǫu1(a, ψ) + ǫ
2u2(a, ψ) + ... (I.54)
mais les ui sont des fonctions pe´riodiques de ψ, de pe´riode 2π, et de a, avec a et ψ fonctions du
temps, donne´es par : {
da
dt




= ω + ǫB1(a) + ǫ
2B2(a) + ...
(I.55)
Le proble`me consiste donc a` trouver les ui, Ai, Bi tels que (I.54) ve´rifie l’e´quation de de´part
jusqu’a` un certain ordre, a et ψ e´tant solutions du syste`me diffe´rentiel (I.55).
• Me´thode des e´chelles multiples
Cette me´thode est largement utilise´e dans Nayfeh et Mook (1979) pour traiter de nombreux
exemples. Nous l’appliquerons e´galement pour calculer les solutions analytiques du syste`me a`
deux ressorts (I.36), et comparer celles-ci aux re´sultats nume´riques obtenus par la me´thode
EHMAN.
Il s’agit toujours de de´veloppements asymptotiques mais cette fois de plusieurs variables (les
e´chelles) : on introduit en effet T0, T1, T2..., tels que Ti = ǫ
it, puis on cherche une solution :
U(t; ǫ) = ǫu1(T0, T1, T2) + ǫ
2u2(T0, T1, T2) . . . (I.56)
Le nombre d’e´chelles varie en fonction de la pre´cision souhaite´e (une pre´cision en O(ǫi+1) est
obtenue en allant jusqu’a` l’e´chelle Ti).
A noter que, bien que plus lourdes en calculs que les pre´ce´dentes, les e´chelles multiples permettent
de traiter les syste`mes non conservatifs. Une application de´taille´e de la me´thode des e´chelles
multiples, pour le cas du syste`me a` deux ressorts (I.36) est donne´e annexe A.
• Me´thodes de la moyenne
Il existe plusieurs variantes de ces me´thodes (Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky, moyenne ou cen-
trage etc, voirBogoliubov etMitropolski (1962), Blaquie`re (1966), Szemplinska-Stupnicka
(1990a), Nayfeh (1973) ...). On pre´sente ici le principe ge´ne´ral, pour plus de pre´cisions on pourra
consulter les ouvrages cite´s ci-dessus.
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Soit un syste`me d’e´quations diffe´rentielles du premier ordre8 :
dui
dt
= ǫU i(u1...um, t), i = 1, ...,m (I.57)
L’ide´e est de remplacer ce dernier par un syste`me approche´, toujours non line´aire mais plus









U i(u1...um, t) = U0i(u¯1, ..., u¯m), i = 1, ...,m (I.58)
En ge´ne´ral on pose : {
u = a(t) cos (ωt+ ϕ(t))
u˙ = −ωa(t) sinωt+ ϕ(t) (I.59)
ω, pulsation propre, ce qui correspond aux solutions du syste`me line´aire associe´ mais avec a et
ϕ variables. Le report de cette e´criture dans (I.1) conduit a` un syste`me du type (I.57) avec a et
ϕ pour inconnues.
On trouvera des exemples d’application de cette me´thode dans Szemplinska-Stupnicka (1990a),
Szemplinska-Stupnicka (1990b), Bogoliubov et Mitropolski (1962).
• Me´thodes de Rayleigh-Ritz, Galerkin en temps
Pour ces me´thodes, on suppose que les de´placements s’e´crivent comme la somme de produits





On recherche ensuite les Uk qui minimisent le re´sidu obtenu par application du principe d’Ha-
milton ou des e´quations de Lagrange pour le syste`me conside´re´. Le choix des ψk est l’e´tape
de´terminante de ces me´thodes. On pre´sente ci-apre`s la me´thode de l’e´quilibre harmonique qui
peut eˆtre vu comme un cas particulier de ces me´thodes, pour des fonctions Ψk harmoniques.
• Me´thode de l’e´quilibrage harmonique (EH)




Uk cos (kωt) + V k sin (kωt) (I.61)
Le report de ces de´veloppements dans (I.1) conduit, apre`s identification a` ze´ro des coefficients
des sinus et cosinus, a` l’e´criture d’un syste`me alge´brique de taille N + 1, avec pour inconnues
les Uk et V k. La difficulte´ re´side dans le choix a priori du nombre de termes retenus dans le
de´veloppement de de´part.
8auquel peut toujours se ramener un syste`me du deuxie`me ordre, forme ge´ne´ralement obtenue en me´canique
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Nous utiliserons cette me´thode combine´e avec une me´thode ite´rative (la MAN, Me´thode Asymp-
totique Nume´rique) pour le calcul des solutions pe´riodiques de la re´ponse force´e de structures
minces. Tout ceci est pre´sente´ plus en de´tail au chapitre III, avec des re´sultats de simulations
dans le chapitre V.
• Me´thode de line´arisation e´quivalente (Blaquie`re (1966), Bogoliubov et Mitropolski
(1962), Worden et Tomlinson (2001), Nayfeh et Mook (1979))
Il s’agit ici de rechercher le meilleur syste`me line´aire approchant (I.1). Par exemple, pour un
syste`me a` un degre´ de liberte´ type
mu¨+ f(u) = 0,
on e´crit l’e´quation line´aire e´quivalente :
mu¨+ ku = 0, (I.62)
puis on minimise l’erreur sur une pe´riode, e =
∫ T
0 (ku − f(u))2dt. Le calcul de la solution du
syste`me line´aire comple´te´ par la valeur de k donne´e par la minimisation de l’erreur conduit a`
une solution approche´e du syste`me initial.
Parmi les me´thodes de calcul de la re´ponse force´e pre´sente´es ici, nous avons choisi d’utiliser
l’e´quilibrage harmonique, e´crite et applique´e de fac¸on a` faciliter sa programmation (voir les de´-
tails au chapitre IV). Quelques re´sultats sont e´galement pre´sente´s en annexe A sur le syste`me a`
deux ressorts et la me´thode est compare´e a` celle des e´chelles multiples.
Les me´thodes de perturbation pre´sentent l’avantage de conduire a` des solutions analytiques et
procurent e´galement une meilleure compre´hension des phe´nome`nes. En effet, le de´roulement des
calculs, bien qu’assez lourd de`s que l’ordre augmente, permet de bien e´valuer l’importance des
diffe´rents termes, ce qui facilite par exemple l’e´tude de phe´nome`nes tels que les re´sonances in-
ternes.
En revanche, bien qu’elle ne´cessite une hypothe`se a priori sur la forme des solutions et surtout
le choix d’un ordre de troncature, la me´thode de l’e´quilibre harmonique posse`de un domaine de
validite´ bien plus important que les me´thodes de perturbation pour lesquelles il est rapidement
difficile d’aller a` des ordres e´leve´s et ou` les re´sultats sont limite´s a` des cas faiblement non line´aires.
I.5 Bilan du chapitre
Ce chapitre est constitue´ de rappels et de de´finitions de notions lie´es aux vibrations non
line´aires de syste`mes discrets, dans le but de donner au lecteur une vision assez large des dif-
fe´rents phe´nome`nes caracte´ristiques d’un comportement non line´aire. Notamment, on utilise
re´gulie`rement en guise d’illustration, un “petit” syste`me a` deux degre´s de liberte´, posse´dant des
non line´arite´s cubiques et quadratiques. Tout ceci est fait en vue de pre´parer la suite de l’e´tude
consacre´e aux structures minces.
Dans un premier temps, on a conside´re´ le cas des oscillations libres et des modes non line´aires.
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Quelques de´finitions et me´thodes de calcul de ces derniers ont e´te´ pre´sente´es. L’inte´reˆt de celles-
ci est de fournir un outil e´quivalent aux modes line´aires mais capable de prendre en compte
toutes les spe´cificite´s des cas non line´aires.
Ensuite, le cas de la re´ponse force´e harmonique a e´te´ traite´, en mettant l’accent sur les points ca-
racte´ristiques du comportement non line´aire, tels que les re´sonances secondaires ou internes. Une
revue de quelques me´thodes pour la re´solution approche´e de syste`mes d’e´quations diffe´rentielles
non line´aires a e´galement e´te´ faite. On s’est inte´resse´ en particulier a` la me´thode des e´chelles
multiples, dont le principal atout est de donner une bonne compre´hension des phe´nome`nes, et
a` celle de l’e´quilibrage harmonique, qui est celle que nous utiliserons pour traiter le cas des
structures minces et dont le domaine de validite´ est supe´rieur aux me´thodes de perturbation.
CHAPITRE II
Structures minces en non line´aire
ge´ome´trique
A pre`s un premier chapitre consacre´ au comportement vibratoire des sys-te`mes discrets, on traite ici le cas qui nous inte´resse directement, a` savoir
celui des structures minces. L’objectif de ce chapitre est justement l’e´criture d’un
mode`le discret, qui sera utilise´ pour le calcul de la re´ponse force´e de structures.
Apre`s une rapide revue des diffe´rents types de non line´arite´s de structures, on e´crit
le proble`me de l’e´lastodynamique en grands de´placements, dans un premier temps
pour des structures quelconques puis particularise´ aux poutres et plaques. Le mo-
de`le est ensuite discre´tise´ par une me´thode e´le´ments finis. Pour terminer, on inclut
e´galement dans celui-ci un de´faut de forme et une pre´contrainte, qui permettent de
parame´trer la re´ponse, notamment en vue des comparaisons avec les re´sultats expe´-
rimentaux.
A la fin de ce chapitre, on dispose donc d’un syste`me d’e´quations diffe´rentielles du
second ordre, non line´aires, sur lequel la me´thode EHMAN de´crite au chapitre sui-
vant sera applique´e, en vue de calculer la re´ponse force´e de structures minces.
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II.1 Introduction
L’emploi de structures minces, poutres, plaques et coques, est aujourd’hui largement re´pandu
dans de nombreux domaines, en particulier les transports, le ge´nie civil ou encore les instruments
de musique. Il s’agit en ge´ne´ral de pre´dire le comportement des structures sous certaines sol-
licitations en vue de controˆler ou d’e´viter divers phe´nome`nes (endommagement, bruit ...). En
inge´nierie ou en recherche, la plupart des mode`les utilise´s sont en ge´ne´ral line´aires et fournissent
une bonne approximation, au premier ordre, du comportement vibratoire. La litte´rature sur le
the`me des vibrations libres ou force´es en line´aire est abondante. Concernant le cas particulier
des plaques, les premie`res e´tudes ont e´te´ mene´es par Chladni (1787), qui a e´tudie´ les vibrations
libres d’une plaque carre´e en “libre-libre”, puis Rayleigh (1877) ou encore Ritz (1909). Leissa
(1973), propose un article de revue des vibrations libres de plaques rectangulaires, et de leur
solutions analytiques lorsque celles-ci existent. Hutchinson (1988), Liew et al. (1995) pour les
plaques e´paisses, fournissent e´galement un grand nombre de re´fe´rences sur le sujet.
Cependant, l’hypothe`se des vibrations line´aires a un domaine de validite´ restreint. En effet,
les structures couramment utilise´es sont de plus en plus le´ge`res tout en e´tant soumises a` des
niveaux d’excitation toujours plus importants. Cela conduit a` des mouvements de grande ampli-
tude, pour lesquels l’approximation des petits de´placements n’est plus valable, et ne´cessitant une
mode´lisation non line´aire. C’est le cas par exemple, des panneaux le´gers utilise´s en ae´ronautique,
soumis a` de hauts niveaux de bruit et conduisant a` des amplitudes importantes, pre´sente´s dans
Ribeiro (1998).
L’objet de ce chapitre est d’e´crire un mode`le discret repre´sentant le comportement de structures,
en non line´aire ge´ome´trique. Apre`s une pre´sentation des diffe´rentes non line´arite´s de structures
possibles, on rappelle donc l’e´criture des e´quations de l’e´lastodynamique pour une structure quel-
conque puis pour des poutres et plaques. Le syste`me obtenu est ensuite discre´tise´ par e´le´ments
finis. Enfin, on introduit dans ce mode`le un de´faut de forme et une pre´contrainte initiale, pour
aboutir au syste`me qui sera re´solu par la me´thode EHMAN pre´sente´e au chapitre III.
II.2 Non line´arite´s dans les structures minces
Dans la suite on s’inte´ressera uniquement aux non line´arite´s ge´ome´triques mais on pre´sente
auparavant les diffe´rentes sources de non line´arite´s possibles dans les structures minces. On a
distingue´ trois cas :
• les non line´arite´s lie´es au mate´riau,
• celles lie´es aux conditions limites,
• celles lie´es a` la ge´ome´trie.
Les premie`res concernent les mate´riaux pour lesquels les contraintes sont des fonctions non li-
ne´aires des de´placements, on parle alors selon les cas d’e´lasticite´ non line´aire, d’e´lasto-plasticite´,
de fluage, de visco-e´lasticite´ ou de visco-plasticite´ (voir par exemple Halphen et Nguyen
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(1975)). Ces proble`mes sont en ge´ne´ral re´solus par l’utilisation de me´thodes ite´ratives. L’e´tude
pre´sente´e ici se limite aux mate´riaux ayant une loi de comportement e´lastique line´aire. Pour
plus de de´tails on pourra cependant consulter, entre autres, Zienkiewicz et Taylor (1991),
Crisfield (1997a) et Crisfield (1997b) ou encore Bathe (1996), ou` ces proble`mes sont in-
troduits dans un cadre e´le´ments finis. Dans la seconde cate´gorie, on classe tous les proble`mes
pour lesquels les conditions limites changent au cours du chargement. C’est le cas notamment
des chocs, frottements, contacts, etc... Ce type de conditions peut entraˆıner par exemple un
amortissement non line´aire. On trouvera des informations a` ce sujet dans les meˆmes ouvrages
que ceux cite´s pour les non-line´arite´s mate´riau.
Enfin, des amplitudes de de´placement importantes conduisent soit a` une grande courbure soit a`
l’e´tirement du plan moyen pour certaines conditions limites restreignant le mouvement. On parle
alors de non line´arite´s ge´ome´triques. La relation entre les de´formations et les de´placements n’est
plus line´aire, c’est a` dire qu’on sort de l’hypothe`se des petites de´formations ou perturbations
(HPP) pour lesquelles on conside`re une approximation au premier ordre, line´aire, des de´forma-
tions qui devient rapidement limite´e pour des structures e´lance´es ou tre`s minces, soumises a` des
de´placements importants. Dans ce cas, la partie non line´aire du tenseur des de´formations n’est
plus ne´gligeable, ce qui conduit a` un couplage entre la partie membrane et la partie flexion.
Comme expose´ dans le chapitre I, la pre´sence de non line´arite´s implique l’apparition de phe´-
nome`nes totalement ignore´s en line´aire : d’une part, les formes modales et les fre´quences de
re´sonances varient avec l’amplitude du mouvement, et d’autre part, la re´ponse a` une excitation
harmonique peut comporter des re´sonances sous ou sur-harmoniques, ou encore des re´sonances
internes.
Historiquement, les premie`res e´tudes en non line´aire ge´ome´trique ont concerne´ les proble`mes de
flambement, ou` l’utilisation de mode`les non line´aires est ne´cessaire pour la de´termination de la
charge limite. Depuis, de nombreuses e´tudes ont e´te´ mene´es, en particulier pour les vibrations
libres ou force´es de structures minces. Outre les ouvrages ge´ne´raux de Nayfeh etMook (1979),
Szemplinska-Stupnicka (1990a), Szemplinska-Stupnicka (1990b) pre´ce´demment cite´s, on
trouve dans Sathyamoorthy (1987) une revue bibliographique sur les vibrations non line´aires
ge´ome´triques, ainsi que sur l’influence sur celles-ci de diffe´rents parame`tres tels que la tempe´-
rature, un de´faut de forme, l’anisotropie du mate´riau ou encore un environnement fluide. Les
vibrations libres et force´es sont e´galement traite´es dans Srinivasan (1966) (poutres), Lau et
Cheung (1981) (coques) ou Reddy et al. (1981) (plaques circulaires et annulaires). La de´pen-
dance des fre´quences et des formes modales vis a` vis de l’amplitude du mouvement est montre´e
nume´riquement et expe´rimentalement dans White (1971), qui utilise un mode`le de Duffing
pour le comportement des poutres. Benamar et al. (1991) et Benamar et al. (1993) e´tudient
les vibrations libres de poutres et de plaques et montrent, entre autres, qu’une amplitude de
l’ordre de l’e´paisseur conduit a` 18% de de´calage sur les fre´quences propres. Ces travaux sont
comple´te´s par des re´sultats expe´rimentaux. Han et Petyt (1997a) et Han et Petyt (1997b)
s’inte´ressent au calcul des trois premiers modes de vibrations libres pour des plaques rectangu-
laires. Dans plusieurs articles, Lewandowski traite le cas de la re´ponse libre ou force´e de poutres,
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(Lewandowski (1992), Lewandowski (1994), Lewandowski (1997b)). Van Dooren (1975)
et Van Dooren et Bouc (1975) de´crivent la re´ponse sous-harmonique d’une poutre pour une
excitation bi-modale. Les re´sonances internes sont e´tudie´es dans Bennett et Eisley (1970),
pour des vibrations libres et force´es de poutres, pour des plaques circulaires dans Sridhar et al.
(1975), rectangulaires dans Lau et al. (1984b). De manie`re ge´ne´rale, les re´sonances internes
modifient la courbure de branches de solution de´ja` existantes ou conduisent a` l’apparition de
branches secondaires (avec e´ventuellement des boucles, (Lau et al. (1984a) re´sonances 1 :3).
Le couplage entraˆıne e´galement un changement dans les formes modales (Ribeiro et Petyt
(1999b)).
II.3 Formulation du proble`me de l’e´lastodynamique
Apre`s une bre`ve pre´sentation du proble`me, on applique le principe de Hamilton a` un syste`me
continu quelconque, a` comportement line´aire e´lastique. Aucune restriction n’est effectue´e sur les
de´formations et rotations, c’est a` dire qu’on se place dans le cas non line´aire ge´ome´trique. On
utilise donc la forme comple`te du tenseur des de´formations de Green-Lagrange. On en de´duit
les e´quations du mouvement sous forme variationnelle et locale. La premie`re forme est pre´fe´re´e,
car plus adapte´e a` la discre´tisation par e´le´ments finis qui vient ensuite. De plus, le proble`me est
formule´ avec le couple d’inconnues (u,S), de´placements-contraintes1, conduisant a` des e´quations
quadratiques, facilitant l’application de la me´thode de l’e´quilibrage harmonique expose´e au cha-
pitre suivant (III). Les e´quations sont dans un premier temps e´crites dans un cadre ge´ne´ral puis
particularise´es au cas des poutres et des plaques. Pour terminer, on introduit de nouveaux para-
me`tres, a` savoir un de´faut de forme (pour les plaques ou poutres) et une pre´contrainte, ceci en
vue d’avoir un mode`le plus adapte´ au montage expe´rimental (voir chapitre VI). L’introduction
du de´faut de forme permet de quantifier son influence sur la re´ponse (notamment dans l’ap-
parition d’harmoniques d’ordre deux, non pre´vues par le mode`le parfait de poutre ou plaque).
L’inte´reˆt de la pre´contrainte est de pouvoir modifier les fre´quences propres afin de les rendre
commensurables et d’observer des phe´nome`nes de couplage et de re´sonance interne. Enfin, on
constate expe´rimentalement que les variations de tempe´rature ont une influence non ne´gligeable
sur la re´ponse de la structure, ce qui peut-eˆtre mode´lise´ par la pre´contrainte (voir le §VI.4.5).
II.3.1 Cas ge´ne´ral
II.3.1.a Description du proble`me
Conside´rant un corps solide de´formable, on utilise une formulation Lagrangienne du pro-
ble`me, c’est a` dire que toutes les grandeurs sont donne´es en re´fe´rence a` une configuration initiale,
avec Ω0 le volume initial et ∂Ω0 sa frontie`re. On note (x1,x2,x3) le repe`re carte´sien utilise´ et
(x, y, z) les coordonne´es correspondantes. u(x, y, z, t) repre´sente le champ de vecteurs des de´pla-
cements dans ce repe`re.
1Par contre on n’utilise pas d’e´le´ments finis mixtes et on ne discre´tise que les de´placements











II.3.1.b De´formation de Green-Lagrange en non-line´aire ge´ome´trique
On se place dans le cadre des transformations finies, sans hypothe`ses restrictives sur les
de´formations et rotations. On utilise le tenseur du second ordre des de´formations de Green-
Lagrange2, quadratique en u, lie´ au champ de de´placements par :
















































































































γ l et γnl de´signant respectivement les parties line´aires et non line´aires du tenseur. Si on applique
l’hypothe`se des petites perturbations (HPP i.e. de´formations infinite´simales et rotations de faible
amplitude), on retrouve le cas line´aire avec γnl = 0. Dans le cas complet, γ est quadratique en
u.
2l’ope´rateur ∇ de´signe le gradient par rapport a` X0
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II.3.1.c Contraintes et loi de comportement







S =Dγ (loi de Hooke) (II.3)




(1 + ν)(1− 2ν)


(1− ν) ν ν 0 0 0
ν (1− ν) ν 0 0 0
ν ν (1− ν) 0 0 0
0 0 0 12(1− 2ν) 0 0
0 0 0 0 12 (1− 2ν) 0




E de´signe le module d’Young du mate´riau et ν le coefficient de Poisson, et S = {Sxx, Syy, Szz, Sxy, Sxz, Syz},
pour γ de´crit par II.1.
II.3.1.d E´criture des e´quations du mouvement
Soit T l’e´nergie cine´tique et V l’e´nergie potentielle totale e´gale a` la somme de l’e´nergie de
de´formation du corps et de l’e´nergie potentielle des forces exte´rieures (suppose´es conservatives) :

















F¯ repre´sente les forces de volume et f¯ les tractions de surface applique´es sur ∂Ω




(T − V)dt = 0, pour δu(t1) = δu(t2) = 0 (II.9)
L’application du principe a` un syste`me continu, avec les e´nergies donne´es ci-dessus, conduit











F¯ δudΩ0︸ ︷︷ ︸ =
∫
Ω0
ρu¨δudΩ0︸ ︷︷ ︸ ∀δuC.A.0
Pint(δu) Pext(δu) Pacc(δu)
(II.10)
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ou sous forme locale : {
div(T ) + F = ρu¨ dans Ω0
TN = f sur ∂Ω0
(II.11)
Avec T = (I+∇u)S, N normale unitaire en un point de la surface, I matrice unite´, T premier
tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff.
En re´sume´ de ce qui pre´ce`de, le proble`me complet, et bien pose´, de l’e´lastodynamique est le
suivant :
E´tant donne´es f¯ et F¯ , on cherche u, S et γ ve´rifiant :
→ u cine´matiquement admissible (C.A.), soit u e´gale aux de´placements impose´s sur la frontie`re ∂Ω0
→ la relation de´formations-de´placements :
γ(u) = 12(∇u+ t∇u) + 12∇tu∇u
→ le principe des puissances virtuelles :
− ∫Ω0 Sδγ(u)dΩ0 + ∫∂Ω0 f¯δudS0 + ∫Ω0 F¯ δudΩ0 = ∫Ω0 ρu¨δudΩ0 ∀δu C.A. a` 0
→ la loi de comportement
S =Dγ
II.3.2 Application aux structures minces
A partir de l’e´criture ge´ne´rale pre´sente´e ci-dessus, et sous certaines hypothe`ses, on de´duit
l’e´criture du mode`le e´lastodynamique pour les poutres (avec l’hypothe`se des rotations mode´re´es)
et les plaques (Von Ka¨rmann). Ces deux cas sont rappele´s ci-dessous, sans entrer dans les de´tails
de la de´marche de calcul, qu’on pourra trouver par exemple dans Geradin (1993), Chia (1980),
ou encore Reddy (1997).
II.3.2.a Quelques pre´cisions sur les notations...
On conside`re une poutre droite de section Σ et de longueur l et une plaque de surface moyenne
ω et d’e´paisseur h (voir figure II.1). On conserve toutes les notations utilise´es auparavant dans
ce chapitre. Cependant, pour faciliter l’e´criture, on utilisera la convention d’Einstein pour les
indices : uijuik signifie
∑
i=1..3
uijuik. Les sommes vont de 1 a` 3 par de´faut et de 1 a` 2 lorsque les
indices sont note´s en lettres grecques. Du fait de leur similitude, les deux mode`les sont pre´sente´s
en meˆme temps.
II.3.2.b Mode`le de poutres en non line´aire ge´ome´trique et de plaques de Von
Ka¨rmann










Figure II.1 - Mode`le de poutre et de plaque
Contraintes
On utilise l’hypothe`se des contraintes planes. Celles-ci se re´duisent donc a` la composante Sxx
pour une poutre et pour une plaque, s’e´crivent :
S =






On se limite au cas ou` les sections droites ont un mouvement de corps rigide et restent normales
a` la de´forme´e de la ligne moyenne (hypothe`ses de Love-Kirchhoff). Les de´placements sont alors
entie`rement de´termine´s, par ceux de la ligne moyenne pour la poutre et par ceux de la surface
moyenne pour la plaque, note´s (u¯, w) dans x1,x2,x3, avec u¯ = u1(x, t), w = w(x, t) pour une
poutre et u¯ = {u1(x, y, t), u2(x, y, t)}, w = w(x, y, t) pour une plaque. On a alors :
u(x, y, z, t) =
[




avec α = 1 pour une poutre et variant de 1 a` 2 pour une plaque.
De´formations
A cela on ajoute l’hypothe`se des rotations mode´re´es (ie les termes de rotations sont petits mais

















e repre´sente les de´formations de membrane (tension pour une poutre) et k celles de flexion parfois
appele´es courbure. On introduit ensuite les contraintes ge´ne´ralise´es suivantes (avec ∆ = [−h2 , h2 ]
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nomme´s respectivement efforts normaux et moments de flexion.
Principe des puissances virtuelles
On de´duit alors de II.10 et II.3 la formulation variationnelle du proble`me pour les structures
minces ainsi que la loi de comportement correspondante :
− ∫Γ(Nαβ(elαβ(δu¯) + 2enlαβ(w, δw)) +Mαβkαβ(δw)) dΓ + Pext(δu¯, δw) = ∫Γ ρΓ(u¨αδuα + w¨δw)dΓ
∀δu¯ et δw C.A. a` 0
(II.17)
Γ = [0, l] pour une poutre et Γ = ω pour une plaque. ρΓ de´signe respectivement la masse line´ique











A noter qu’on ne´glige e´galement l’e´nergie d’inertie de rotation.
Loi de comportement












((1 − ν)kαβ + νkγγδαβ)
(II.20)
Ce qui donne, pour les e´quations du mouvement sous forme locale :
Nαβ,β + F¯α = ρΓu¨α dans Γ
Mαβ,αβ + (Nαβw,α(x)),β + F¯z = ρΓw¨
+ conditions aux limites. (II.21)
Les deux formulations rappele´es ci-dessus pour les poutres et les plaques appellent quelques
brefs commentaires. Tout d’abord, dans les deux cas, le proble`me est de´coupe´ en deux parties :
celui de membrane, ou tension pour les poutres, (e et N ) et celui de flexion (k et M). Dans
le cas line´aire, ces deux aspects sont de´couple´s, et donc re´solvables inde´pendamment l’un de
l’autre. En non line´aire ge´ome´trique des termes de couplage interviennent et compliquent donc
la re´solution. En outre, le fait de conside´rer un mate´riau isotrope, line´aire e´lastique simplifie
fortement le proble`me. D’autres couplages ont lieu, par exemple dans le cas des composites.
Mais ce n’est pas le propos de cette the`se et on pourra trouver plus de de´tails a` ce sujet, entre
autres dans Reddy (1997).
Quoiqu’il en soit, au final les e´quations de poutres et de plaques ont la meˆme structure que celles
du cas ge´ne´ral, (II.10), il suffit pour passer d’un cas a` l’autre “d’adapter” les e´critures (passage
de S a` (N ,M ) etc ...). Dans la suite, on utilisera le formalisme “trois dimensions” de (II.10)
sans se pre´occuper du cas conside´re´ (ge´ne´ral, poutre ou plaque).
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II.3.3 Discre´tisation e´le´ments finis
Le proble`me de l’e´lastodynamique est discre´tise´ spatialement par la me´thode classique et
bien connue des e´le´ments finis (Bathe (1996), Zienkiewicz et Taylor (1994), Zienkiewicz
et Taylor (1991), etc.), en introduisant le de´veloppement suivant :
u(x, y, z, t) =N(x, y, z)q(t) (II.22)
N de´signant la matrice des fonctions de forme correspondant a` l’e´le´ment choisi et q le vecteur
des degre´s de liberte´, a` savoir les de´placements aux noeuds. Soit la matrice B de´finie par la
relation3 :
dγ = B(q)dq avec B(q) = Bl +Bnl(q) (II.23)
Bl et Bnl(q) de´signant respectivement les parties line´aires et non line´aires de dγ. A noter que
Bnl(q) est line´aire en q.
Les de´formations s’e´crivent alors :
γ = (Bl + 12B
nl(q))q
δγ = (Bl +Bnl(q))δq
(II.24)
Finalement, II.3 et II.10 deviennent :
{
− ∫Ω0 t(Bl +Bnl(q))SddΩ0 + Fext =Mq¨
















Si on reporte la loi de comportement dans les e´quations du mouvement, on retrouve l’expression
ge´ne´rale I.1 donne´e au chapitre I, formule´e uniquement en de´placements :
M q¨ = − ∫Ω0(tBlDBlq︸ ︷︷ ︸ + 12 tBlDBnl(q)q︸ ︷︷ ︸ + tBnl(q)DBlq︸ ︷︷ ︸ +
1
2
tBnl(q)DBnl(q)q︸ ︷︷ ︸)dΩ0 + Fext
⇐⇒
Mq¨ + L(q) + Qˆ(q,q) + Q¯(q,q) + C(q,q,q) = Fext
(II.26)
avecM la matrice de masse, L la rigidite´ line´aire, Q¯, Qˆ et C les rigidite´s non line´aires quadra-
tiques et cubiques en de´placement.
Pour la suite, on ne se pre´occupera pas des proble`mes lie´s a` la convergence du mode`le e´le´ments
finis, qui sort du cadre de cet expose´, et on conside´rera que le maillage utilise´ est suffisant pour
que le syste`me continu et le syste`me discret conduisent a` des solutions similaires.
3Pour alle´ger les expressions, on ne pre´cisera pas toujours la de´pendance en temps du vecteur q
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II.4 Prise en compte d’un de´faut de forme et d’une pre´con-
trainte dans le mode`le
Pour introduire ce paragraphe, conside´rons l’exemple suivant, une poutre droite sur appuis,
de longueur L et de section rectangulaire Σ. On introduit la discre´tisation a` un degre´ de liberte´ :{
u1(x, t) = 0 w(x, t) = w¯(x)q(t)
δu1 = 0 δw = w¯(x)δq
(II.27)
w¯(x) est le premier mode propre line´aire, w¯(x) = h sin pix
L
, normalise´ tel que maxx∈[0,L](|w¯1(x)|) =
h, h e´paisseur de la poutre. Apre`s report dans II.17 et II.19 et simplifications, on obtient une
e´quation type Duffing, cubique en q :
mq¨ + k1q + k3q
3 = fext (II.28)
avec :
m = −12LρhΣ , k1 = −12 IEhpi
4
L3




I de´signe le moment d’inertie quadratique de la section.
On pose ensuite q(t) = a cos Ωt (e´quilibre harmonique a` un terme), ce qui conduit a` :










pour la re´ponse force´e avec fext = f cosΩt
(II.30)
Ce mode`le simplifie´ montre que, dans le cas parfait, les seules non line´arite´s pre´sentes sont cu-
biques en de´placement, ce qui est le cas en ge´ne´ral pour les mode`les de poutres et plaques de´crits
plus haut. En outre, le calcul au premier ordre (II.30) illustre la de´pendance de la fre´quence vis
a` vis de l’amplitude des vibrations, conduisant a` la “courbure” de la re´ponse.
Ces constatations sont confirme´es par la plupart des e´tudes analytiques ou nume´riques de vibra-
tions de plaques ou poutres en non line´aire ge´ome´trique, qui donnent une re´ponse contenant uni-
quement des harmoniques impaires. Or, de nombreuses e´tudes expe´rimentales (voir par exemple
Sassi et Ostiguy (1994), ou encore la notre, pre´sente´e au chapitre VI, montrent la pre´sence
d’harmoniques deux dans la re´ponse force´e harmonique. Ribeiro (2001) propose deux origines
a` ce phe´nome`ne, dans le cas des vibrations de poutres : soit l’excitation n’est pas parfaitement
perpendiculaire a` la structure, soit elle n’est pas purement harmonique (pre´sence d’un terme
constant), ce qui explique la pre´sence de termes quadratiques dans les e´quations du mouvement.
Ainsi, si l’on reprend maintenant le petit exemple de de´part en y introduisant un de´faut initial,
de la forme du premier mode line´aire, note´ w∗, et une pre´contrainte, (N∗,M∗), tels que :
w∗ = ηw¯(x) (II.31)
η = 1 correspond a` un de´faut de l’ordre de l’e´paisseur au milieu de la poutre. On reporte4
maintenant dans II.44 et II.45 pour obtenir :




3 = fext (II.32)
4les e´quations ge´ne´rales avec de´faut et pre´contrainte sont de´finies plus loin
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avec :
k∗1 = k1( 1 +9η
2︸ ︷︷ ︸ + 92η2︸︷︷︸ )







Le de´faut et la pre´contrainte conduisent d’une part, a` une modification des termes line´aires (k∗1)
et d’autre part, a` l’apparition de termes quadratiques (k∗2). Pour cet exemple, une amplitude du
de´faut de l’ordre du tiers de l’e´paisseur conduit a` l’ajout de termes du meˆme ordre de grandeur
que k1 dans k
∗
1, et conduit a` k
∗
1 = 2.5k1. Quand a` k
∗
2 , il est de l’ordre de grandeur de k1 de`s que
le de´faut vaut 2/27 de l’e´paisseur.
Dans le mode`le de´crit ci-apre`s, on introduit un de´faut de forme initial, conduisant a` des termes
quadratiques supple´mentaires dans le mode`le. En effet, les structures minces type poutres ou
plaques utilise´es re´ellement sont rarement ide´ales. Des de´fauts de conceptions faussant la pla-
ne´ite´, des conditions aux limites mal ajuste´es (serrage, mauvaise syme´trie ...), ou les variations
de tempe´rature influencent le comportement de la structure de manie`re significative. En plus des
harmoniques paires dans la re´ponse, on observe e´galement un de´calage des fre´quences propres
line´aires par rapport a` leur valeur the´orique. Ces variations avec la tempe´rature (ou autre) sont
prises en compte en incluant dans la mode´lisation une pre´contrainte initiale en plus du de´faut
de forme. En outre, cette dernie`re permet de controˆler les positions de ces fre´quences et donc
de les rendre commensurables pour e´ventuellement observer des phe´nome`nes de couplage, de
re´sonance interne tels que ceux de´crits au chapitre I.
En re´sume´, le de´faut et la pre´contrainte sont introduits essentiellement en vue d’obtenir un mo-
de`le parame´tre´, plus proche de la re´alite´ expe´rimentale. Bien entendu les re´sultats obtenus avec
un mode`le de plaque plus un de´faut de forme sont identiques a` ceux que donnerait un mode`le
de coque. En fait les e´quations sont plus simples et surtout, la pre´sence d’un de´faut comme
parame`tre permet de mieux quantifier son influence.
On se place dans le cadre ge´ne´ral, en trois dimensions, de´crit au paragraphe II.3.1. On conside`re
deux situations (voir figure II.2) : soit il existe un de´faut de forme initial de la structure, note´
ici d, par rapport a` la configuration dite parfaite, soit la structure est pre´contrainte et son e´tat
initial est donne´ par le champ de de´placement d∗ et celui de contrainte S∗. Le mouvement de la
structure est ensuite e´tudie´, relativement a` son e´tat avec de´faut et/ou pre´contrainte, qui devient
donc la configuration de re´fe´rence, de volume toujours note´ Ω0.
On re´e´crit ensuite le proble`me de l’e´lastodynamique en prenant en compte les parame`tres d∗
et S∗5. La relation de´formations-de´placements (II.1) s’e´crit alors :
γd = γ(u+ d
∗)− γ(d∗) (II.34)
= γL(u) + γnl(u,u) + 2γnl(u,d∗) (II.35)
et sa variation :
δγd = γ
L(δu) + 2γnl(u, δu) + 2γnl(d∗, δu) (II.36)
5Le cas avec simplement un de´faut d e´tant obtenu pour S∗ = 0 et d∗ = d
















Figure II.2 - Diffe´rents e´tats de la structure : parfaite, avec de´faut initial, pre´contrainte et de´forme´e







L +Bnl(q) +Bnl(d∗))δq (II.38)




t(BL +Bnl(q) +Bnl(d∗))SdV + Fext =Mq¨
S = S∗ +D(BL + 12B
nl(q) +Bnl(d∗))q
(II.39)
Cette formulation en contraintes et de´placements est plus adapte´e a` l’application de la me´thode
de l’e´quilibrage harmonique, pre´sente´e au chapitre suivant, car les termes non line´aires sont au
maximum d’ordre 2, quadratiques pour les inconnues q et S. Cependant, en reportant la loi de
comportement dans le principe des puissances virtuelles, on obtient une forme permettant de
mieux visualiser les diverses influences (non line´arite´, de´faut ...) :





∗,q,q) +C(q,q,q) = Fext (II.40)
Les ope´rateurs Li sont line´aires, Qi quadratiques et C est cubique. La pre´sence de la pre´con-
trainte modifie la raideur line´aire, ce qui entraˆınera un de´calage des fre´quences propres. Quant au
de´faut, il joue sur la raideur line´aire et sur la partie quadratique avec l’ajout du terme Q∗1. Enfin,
la partie cubique n’est pas du tout modifie´e. Dans le cas de structures planes et syme´triques
telles que des plaques ou des poutres, le terme Q s’annule, et le mode`le pour une structure
parfaite conduit a` un syste`me sans line´arite´s quadratiques du type :
Mq¨ +K(q) +C(q, q, q) = Fext (II.41)
mais, en pre´sence de d∗ il reste un terme quadratique, Q1, qui conduira a` l’apparition d’harmo-
niques paires dans la re´ponse force´e. A noter que l’e´criture exacte de (II.40) contient e´galement
un terme constant mais que celui-ci s’annule en e´crivant l’e´quilibre de la structure apre`s appli-
cation de la pre´contrainte.
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Pour le cas particulier des poutres et des plaques en non line´aire ge´ome´trique, on introduit les
nouvelles grandeurs suivantes :
3D structures minces
d∗ → u¯∗, w∗
S∗ → N∗αβ ,M∗αβ
(II.42)








∗)︸ ︷︷ ︸ +zkαβ(w)
e∗αβ
(II.43)
A noter que le de´faut n’intervient que dans la partie membrane, avec w∗. Ensuite, (II.39) devient :
− ∫Γ(Ndαβ(eLαβ(δu¯) + 2enlαβ(w, δw) + 2enlαβ(w∗, δw)) +Mdαβkαβ(δw)) dΓ + Pext(δu¯, δw)
=
∫










Nαβ et Mαβ donne´s par (II.19) et (II.20), avec e
∗
αβ a` la place de eαβ .
II.5 Bilan du chapitre
Au cours de ce chapitre, apre`s une introduction bibliographique et une pre´sentation des
non line´arite´s de structures, on a rappele´ l’e´criture du proble`me de l’e´lastodynamique, en non
line´aire ge´ome´trique, c’est a` dire avec prise en compte de la partie non line´aire du tenseur
de Green-Lagrange. Dans un premier temps, on traite le cas ge´ne´ral en trois dimensions, puis
celui des structures minces (poutres et plaques). On utilise une formulation variationnelle, le
principe des puissances virtuelles, comple´te´ par la loi de comportement du mate´riau. Le syste`me
est ensuite discre´tise´ par e´le´ments finis (en de´placements) mais formule´ en utilisant le couple
de´placements-contraintes, ceci pour des raisons pratiques lie´es a` l’application de la me´thode de
l’e´quilibre harmonique pre´sente´e au chapitre suivant. Au final, cela nous conduit a` un syste`me
d’e´quations diffe´rentielles non line´aires quadratiques. En outre, on introduit dans le mode`le un
de´faut de forme et une pre´contrainte, parame`tres de controˆle qui rendent le mode`le plus ge´ne´ral
et permettent de mieux repre´senter la re´alite´ expe´rimentale.





(BL +BNL(q) +BNL(d∗))tSdV + Fext =Mq¨
S = S∗ +D(BL + 12B
NL(q) +BNL(d∗))q
CHAPITRE III
Calcul de la re´ponse force´e non
line´aire par la me´thode EHMAN
A
u cours de ce chapitre, on de´crit une me´thode de re´solution nume´rique
pour le calcul de la re´ponse force´e harmonique de structures minces en
non line´aire ge´ome´trique, et donc directement applicable au mode`le de´crit au cha-
pitre pre´ce´dent.
On utilise dans un premier temps la me´thode de l’e´quilibrage harmonique, qui permet
de transformer le syste`me d’e´quations diffe´rentielles non line´aires de de´part en un
syste`me alge´brique. Ensuite, la MAN, Me´thode Asymptotique Nume´rique permet de
re´soudre ce dernier syste`me par continuation des branches de solutions, ce qui ap-
plique´ au proble`me du chapitre 2, conduit au calcul des de´placements et contraintes
en fonction des parame`tres de l’excitation, son amplitude et sa fre´quence.
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III.1 Introduction
Comme rappele´ au chapitre I, le calcul de la re´ponse libre ou force´e d’un syste`me line´aire
est relativement aise´e, entre autres graˆce a` des outils tels que l’analyse modale (voir §I.3.1).
En revanche, le comportement vibratoire de structures en non line´aire est re´gi par un syste`me
d’e´quations aux de´rive´es partielles non line´aires, sans application possible du the´ore`me de su-
perposition et pouvant avoir plusieurs solutions (stables ou non). On ne dispose de solutions
analytiques exactes que pour des cas simples et tre`s particuliers. La taille des syste`mes re´els, les
non line´arite´s et les phe´nome`nes complexes qui en de´coulent (voir I) font que l’on doit la plupart
du temps se contenter de solutions approche´es. Pour obtenir ces dernie`res, deux de´marches sont
possibles ; la premie`re consiste en un traitement purement nume´rique utilisant des discre´tisations
type e´le´ments ou diffe´rences finis en temps et en espace. Ces me´thodes sont tre`s couˆteuses en
temps de calcul et surtout il est difficile d’obtenir les comportements particuliers lie´s au non
line´aire, tels que ceux de´crits au chapitre I (re´sonances internes ou autre). On pre´fe`re en ge´ne´ral
la seconde de´marche, a` savoir l’emploi de me´thodes dites analytiques-nume´riques. Il n’existe pas
d’approche syste´matique pour le cas des structures non line´aires mais, la plupart du temps, on





Ensuite diverses hypothe`ses sur la forme desΨk(x) ou des Ul(t) sont possibles, et les principales
sont rappele´es ci-apre`s.
Si on se limite a` un l = 1 et U1(t) harmonique, on aboutit a` un proble`me aux conditions limites
en Ψk, re´solu ensuite par une me´thode nume´rique. Ce type de me´thode est tre`s utilise´ car il
permet de transformer un syste`me dynamique en un proble`me d’e´quations alge´briques, commen
en statique, avec toutes les me´thodes “classiques” de re´solution correspondantes (les e´le´ments
finis pour Reddy et al. (1981) ou Mei (1973), qui e´tudie les vibrations libres de poutres et
plaques, Galerkin dans Benamar et al. (1991) ou encore Ritz pour Lewandowski (1987),
entres autres).
Une autre option consiste a` fixer les Ψk(x) pour transformer le proble`me aux de´rive´es partielles
initial en un syste`me d’e´quations diffe´rentielles non line´aires du deuxie`me ordre, de la forme
ge´ne´rale I.1 :
MU¨(t) +CU˙(t) +KU(t) + F (U (t), U˙ (t), t) = 0 (III.2)
Pour cela on dispose de nombreuses me´thodes assez proches les unes des autres, type Ritz ou
re´sidus ponde´re´s (Galerkin, moindres carre´s, collocation, sous-domaines) qui consistent a` re-
chercher les Φl qui minimisent une fonctionnelle ou un re´sidu obtenu a` partir de la formulation
variationnelle du proble`me. Pour plus de de´tails sur ces me´thodes, voir par exemple Bathe
(1996). Une approche assez re´pandue, consiste a` choisir pour les Ψk les modes propres line´aires
(ou e´ventuellement non line´aire, voir Shaw et Pierre (1993b)), en essayant de se limiter a` ceux
qui sont excite´s (re´duction de mode`le). La re´duction a` un seul mode est largement utilise´ dans la
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litte´rature (Chia (1980), Srinivasan (1966), Nageswara Rao et Pillai (1992) ...), et conduit
a` une e´quation a` un degre´ de liberte´ type Duffing, pouvant eˆtre re´solu par une des me´thodes
temporelles de´crites au §I.4.2, ou par inte´gration directe (voir par exemple Hsu (1960) pour
l’utilisation de fonctions elliptiques conduisant a` des solutions exactes de l’e´quation de Duffing).
L’inconve´nient principal de cette re´duction a` un seul mode est qu’on ne prend pas en compte la
de´pendance de la forme modale vis a` vis de l’amplitude des vibrations, ni l’influence (couplage)
que peuvent avoir d’autres modes.
Dans le meˆme but, on peut e´galement utiliser les me´thodes d’e´le´ments finis, qui font l’objet de
nombreux ouvrages : Zienkiewicz et Taylor (1994), Bathe (1996), Batoz et Dhatt (1990)
etc... on ne s’e´tendra donc pas sur le sujet. Une fois le syste`me (III.2) obtenu, celui-ci est re´solu
soit par une me´thode d’inte´gration directe, (Runge-Kutta, Newmark ou autre, voir par exemple
Geradin (1993), Bathe (1996), Fertis (1995)), soit par une des me´thodes analytiques de´crites
au paragraphe I.4.2 (e´chelles multiples, moyenne, e´quilibrage harmonique ...).
La me´thode propose´e dans ce me´moire s’inscrit dans la cate´gorie de´crite ci-dessus, et utilise une
discre´tisation e´le´ments finis du proble`me spatial, pour aboutir a` un syste`me de la forme (III.2)
(sans l’amortissement), puis la me´thode de l’e´quilibrage harmonique, qui conduit a` l’e´criture
d’un syste`me alge´brique non line´aire, re´solu par une me´thode de continuation, la MAN (me´-
thode asymptotique nume´rique).
A noter qu’on peut e´galement traiter directement le proble`me aux de´rive´es partielles initial,
sans passer par la de´composition (III.1), en appliquant une me´thode de perturbation. Ce genre
d’approche est de´crit dans Nayfeh et Mook (1979), Sridhar et al. (1975), e´chelles multiples
puis de´veloppement en se´rie de Fourier, ou Lacarbonara (1997) qui applique la me´thode des
e´chelles multiples directement aux e´quations de poutres, et obtient une succession de syste`mes
d’e´quations aux de´rive´es partielles, re´solus en utilisant une projection sur les modes line´aires.
La litte´rature est assez abondante en ce qui concerne le calcul de la re´ponse libre de structures
non line´aires, un peu moins pour la re´ponse force´e. On pre´sente ci-dessous une revue des prin-
cipaux articles sur le sujet, auxquels s’ajoutent ceux cite´s pre´ce´demment.
Une revue bibliographique du cas des plaques e´lastiques en non line´aire ge´ome´trique est propose´e
dans Chia (1980), en statique et en dynamique.Reddy et al. (1981) traitent le cas des plaques et
coques lamine´es et anisotropes par la me´thode des e´le´ments finis. Han et Petyt (1997a), Han
et Petyt (1997b), utilisent des e´le´ments finis hie´rarchiques et l’e´quilibrage harmonique (un seul
terme) pour le calcul des premiers modes d’une plaque rectangulaire. Dans une se´rie d’articles
(Ribeiro et Petyt (1999a), Ribeiro et Petyt (1999b), Ribeiro et Petyt (1999c), Ribeiro
et Petyt (2000)), la meˆme de´marche est reprise et applique´e aux vibrations libres et force´es de
poutres et plaques rectangulaires. Benamar et al. (1991), Benamar et al. (1993), e´tudient les
vibrations libres de poutres et de plaques, en supposant que la partie temporelle du de´placement
est harmonique puis en de´veloppant ce dernier en se´rie de modes line´aires. Ces travaux sont
prolonge´s dans les papier de El Kadiri et al. (1999), El Kadiri et al. (2002), El Bikri et al.
(2003). Lewandowski (1987) utilise pour le calcul de vibrations libre de poutres, une me´thode
de Ritz pour la partie spatiale puis l’e´quilibre harmonique, ce qui conduit a` un proble`me aux
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valeurs propres re´solu par une me´thode ite´rative. Azrar et al. (1999) utilisent la meˆme approche
avec la MAN comme me´thode de re´solution du syste`me alge´brique final. Lewandowski e´tudie
e´galement la re´ponse force´e harmonique de poutres, en combinant e´le´ments finis, e´quilibrage har-
monique et me´thode de Newton-Raphson (Lewandowski (1997b) et Lewandowski (1997a)).
Le meˆme type de me´thode est employe´ par Leung et Fung (1989), qui e´tudient l’influence du
nombre de termes retenus dans les de´veloppements harmoniques. Pillai et Nageswara Rao
(1992) comparent les me´thodes type Galerkin en temps a` l’e´quilibre harmonique pour les vi-
brations libres de poutres. Dans Sarma et Varadan (1984), le terme d’inertie de membrane,
lorsqu’il est maximal, est suppose´ proportionnel a` un parame`tre ω, i.e. u¨max = −ω2umax pour
u˙max = 0. ce qui conduit a` un proble`me aux valeurs propres en ω
2. Lau et al. (1984b) pro-
posent une approche base´e sur l’e´quilibre harmonique et une me´thode incre´mentale-ite´rative,
pour l’e´tude de plaques minces. Cet article est comple´te´ par Lau et al. (1984a) ou` est traite´
le cas des re´sonances internes. Enfin, Leung et Mao (1995) ou Nayfeh et Balachandran
(1995) proposent des me´thodes d’inte´gration directes.
Dans ce chapitre, on pre´sente une me´thode de re´solution du proble`me de la re´ponse force´e de
structures minces en non line´aire ge´ome´trique (me´thode que nous nommerons EHMAN, E´qui-
libre Harmonique plus Me´thode Asymptotique Nume´rique, pour simplifier les e´critures). La
premie`re partie concerne la me´thode de l’e´quilibre harmonique, et son application au syste`me
discre´tise´ par e´le´ments finis pre´sente´ au chapitre II. Dans la seconde on pre´sente la me´thode
asymptotique nume´rique, compare´e au passage a` celle plus classique de Newton-Raphson, utili-
se´e ensuite pour calculer les branches de solution du proble`me initial, a` savoir les de´placements
en fonction soit de l’amplitude de la charge, soit de sa pulsation.
III.2 Me´thode de l’e´quilibrage harmonique
La me´thode de l’e´quilibre harmonique (“harmonic balance” en anglais) est une des plus
anciennes me´thodes utilise´e pour le traitement des syste`mes non line´aires. Ses exemples d’ap-
plication sont tre`s nombreux dans la litte´rature (Langley (1988), Worden (1996) ...). Nous
avons montre´ sur l’exemple du syste`me a` deux ressorts (§I.3.3) qu’elle pre´sentait divers avan-
tages : entres autres le fait qu’elle n’est pas limite´e aux syste`mes faiblement non line´aires, et que
l’inclusion d’un nombre suffisant d’harmoniques permet d’obtenir facilement l’essentiel du com-
portement du syste`me, en particulier la relation non line´aire entre la fre´quence et l’amplitude du
mouvement (“backbone curve”). Cependant elle est souvent pre´sente´e comme une me´thode pure-
ment analytique, moins inte´ressante que d’autres (les e´chelles multiples pour Nayfeh et Mook
(1979), ou la me´thode de la moyenne pour Szemplinska-Stupnicka (1990a)), et utilise´e avec
peu de termes, souvent l’harmonique principale, e´ventuellement la troisie`me, sur des syste`mes
ayant peu de degre´s de liberte´. Essentiellement parce que l’e´criture des de´veloppements devient
rapidement complique´e lorsqu’on augmente le nombre de termes.
Nous avons applique´ la me´thode de l’e´quilibre harmonique pour des syste`mes ayant un grand
nombre de degre´s de liberte´, des structures minces, et ce pour un nombre d’harmonique quel-
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conque. La me´thode est inte´gre´e dans un code e´le´ments finis, et intervient, comme nous le verrons
plus pre´cise´ment au chapitre IV, au niveau e´le´mentaire. On pre´sente ici la re´e´criture du syste`me
(II.39) obtenu au chapitre II, telle qu’on puisse appliquer l’e´quilibre harmonique de manie`re
syste´matique et automatique.
III.2.1 Principe
L’objectif de cette me´thode est de transformer un syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles
non line´aires en un syste`me alge´brique, de´pendant d’un ou plusieurs parame`tres. On recherche
donc les solutions pe´riodiques d’un syste`me excite´ par une force multi-harmoniques de la forme :
F ext = λ
k=H−1∑
k=0
Fk cos kΩt (III.3)
Deux parame`tres caracte´risent cette excitation : λ qui de´termine son amplitude et qu’on appellera
parame`tre de charge et Ω, pulsation de la fondamentale. La me´thode de l’e´quilibre harmonique





uk cos kΩt+ vk sin kΩt (III.4)
On reporte ensuite cette expression dans le syste`me de de´part et on e´quilibre les coefficients des
sinus et cosinus jusqu’a` l’ordre souhaite´, les autres termes e´tant ne´glige´s. L’e´quilibre harmonique
peut e´galement eˆtre vu comme un cas particulier de Ritz-Galerkin : si {ǫi}i=1..n de´signe le syste`me
d’e´quations diffe´rentielles initial, il s’agit alors de chercher les {uk, vk} tels que :∫ 2pi
Ω
0 ǫi(t) cos kΩtdt = 0
∫ 2pi
Ω
0 ǫi(t) sin kΩtdt = 0
i = 1...n k = 0...H − 1
(III.5)
Les harmoniques supe´rieures a` H − 1 ne sont pas prises en compte (i.e. de´veloppements harmo-
niques a` H termes).
L’inconve´nient de cette me´thode est qu’elle demande une connaissance a priori de la forme de
la solution, afin de choisir un nombre approprie´ de termes dans les de´veloppements. D’apre`s
Leung et Fung (1989), pour assurer la convergence des se´ries vers la solution exacte, il est
ne´cessaire de remplir deux conditions : d’une part inclure tous les termes de 0 jusqu’a` l’ordre
de l’harmonique dominante (par exemple pour traiter le cas d’une re´sonance super-harmonique
d’ordre 3, on doit prendre en compte les termes de 0 a` 3Ω), d’autre part s’assurer que les termes
ignore´s lors de l’e´quilibrage sont effectivement ne´gligeables. Divers exemples illustrant ces points
sont pre´sente´s dans leur article.
III.2.2 Application au proble`me de l’e´lastodynamique non line´aire
On conside`re ici le syste`me discret (II.39), obtenu au chapitre II et repre´sentant le comporte-
ment d’une structure non line´aire. Les inconnues sont les de´placements et les contraintes, e´crits
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qk cos kΩt , s(t) =
k=H−1∑
k=0
sk cos kΩt (III.6)
Au vu de la forme des syste`mes traite´s, et de l’absence d’amortissement, les termes en sinus ne
sont pas pris en compte. Par contre, on inclut toutes les harmoniques, paires et impaires, a` la
diffe´rence de ce qui est fait la plupart du temps (voir bibliographie dans l’introduction). Ceci
pour les raisons pre´ce´demment donne´es, a` savoir la prise en compte des termes quadratiques,
meˆme pour les poutres et plaques.
On introduit alors de nouveaux vecteurs degre´s de liberte´, Q et S, de´finis par :
Q = t{q01 , q02, ..., q0n, ..., qj1, ..., qjn︸ ︷︷ ︸ , ..., qH−1n } , S = t{s01, s02, ..., s0n, ..., sj1, ..., sjn︸ ︷︷ ︸ , ..., sH−1n }
tqj tsj
(III.7)
qji de´signe le j-ie`me terme (ou j-ie`me harmonique) de la i-e`me coordonne´e du vecteur q. Les









Ainsi un produit A(t)×B(t), A et B e´tant de´veloppe´s en se´ries de la forme (III.6) avec H = 3,
va s’e´crire :
A(t)B(t) = (A0B0 + 12 (A
1B1 +A2B2))
+ (A0B1 +A1B0 + 12(A
1B2 +A2B1)) cos(Ωt)
+ (A0B2 + 12 (A
1B1 +A2B0)) cos(2Ωt)
(III.9)
qui peut se re´e´crire, en utilisant une forme du type (III.7) :
termes constants →
“ en cos Ωt →






























En utilisant cette alge`bre, l’insertion des de´veloppements (III.6) et l’e´quilibre harmonique des






T (Bl +Bnl(Q) +Bnl(d∗))SdV −Ω2MQ = λF
S = S∗ +D(Bl + 12B
nl(Q) +Bnl(d∗))Q
(III.11)
1Bien qu’on n’ait pas change´ la notation pour e´viter des complications d’e´criture, le vecteur d∗ est “re´organise´”
de manie`re identique a` q (qui est devenu Q).
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Les matrices M, D, Bl, sont des matrices syme´triques et diagonales par blocs constitue´es de




















0 0 . . .







Le terme diagonal deM vaut (H − 1)2M , H nume´ro de la ligne du bloc. En revanche Bnl(Q),
n’est pas syme´trique. Ses blocs de´pendent des ope´rateurs Bnl (de´finis par (II.23)) et sont fonc-
tions de l’e´le´ment choisi pour la discre´tisation) applique´s aux qj. Sa construction est de´taille´e
dans l’annexe B. Celle-ci se fait assez simplement et de manie`re ite´rative, quelque soit le nombre














On introduit e´galement l’ope´rateur transpose´e “T ” qui signifie qu’on prend la transpose´e de














Avec (III.11), on aboutit donc a` un syste`me alge´brique, ou` le temps n’intervient plus explici-
tement, de la meˆme forme que (II.39). Ce sont simplement les ope´rateurs utilise´s qui ont change´
(Bl devient Bl etc .). Cette similitude est tre`s pratique d’un point de vue programmation. En
effet, l’introduction de l’e´quilibrage harmonique n’est visible qu’au niveau local, e´le´mentaire, et
rien ne change au niveau global (assemblage, solveur ...) par rapport au traitement d’un pro-
ble`me e´le´ments finis classique. Simplement, le nombre de degre´s de liberte´ est multiplie´ par le
nombre d’harmoniques. Ces points, ayant trait directement avec la programmation, sont de´taille´s
au chapitre IV.
Le syste`me (III.11) est un syste`me alge´brique, fonction des inconnues Q et S et d’un certain
nombre de parame`tres (de´faut, pre´contrainte, amplitude et pulsation de l’excitation), qui peut
s’e´crire simplement sous la forme :
R(Q,S, λ,Ω,d∗,S∗) = 0 (III.15)
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On propose dans la partie suivante une me´thode de re´solution de ce syste`me non line´aire, la MAN
(me´thode asymptotique nume´rique), par perturbation et continuation, qui aboutit au calcul de
Q et S en fonction des parame`tres.
III.3 Re´solution du proble`me non line´aire par la me´thode asymp-
totique nume´rique (MAN)
La MAN est une me´thode de perturbation-discre´tisation-continuation, permettant de re´-
soudre des syste`mes alge´briques non line´aires de´pendant d’un ou plusieurs parame`tres. Elle
est donc a` comparer avec des me´thodes plus classiques, incre´mentales ite´ratives, type Newton-
Raphson. Son principe consiste a` de´velopper les inconnues et parame`tres en se´ries entie`res (per-
turbation) ce qui permet de de´composer le syste`me initial en une se´rie de proble`mes line´aires,
facilement re´solvables. La validite´ des solutions est donne´e par le calcul du rayon de convergence
des se´ries. On obtient ainsi une branche de solution, (i.e. inconnue en fonction d’un parame`tre).
Ensuite pour obtenir la solution comple`te, on re´ite`re l’ope´ration (continuation) a` partir d’un
nouveau point solution de de´part, a` la limite du rayon de convergence de la branche pre´ce´dente.
L’aspect discre´tisation est lui aussi tre`s important car c’est la combinaison de la MAN avec une
me´thode e´le´ment fini qui fait son efficacite´.
La MAN a e´te´ utilise´e initialement pour le calcul des branches bifurque´es, pour des proble`mes de
flambement et post-flambement de structures (Damil et Potier-Ferry (1990), Azrar et al.
(1993) pour des plaques ou coques e´lastiques). Cochelin (1994) et Cochelin et al. (1994a)
l’ont ge´ne´ralise´e au cas de l’e´lastostatique non line´aire (application a` la compression de panneaux
cylindriques). Ensuite la me´thode a e´te´ utilise´e avec succe`s pour traiter diffe´rents cas : statique
des coques en grandes rotations (Zahrouni et al. (1999), vibrations de plaques (Azrar et al.
(1998), etc...). Le traitement spe´cifique des bifurcations par la MAN fait e´galement l’objet de
diffe´rents papiers : Vannucci et al. (1998), Baguet et Cochelin (2003).
On pre´sente ici le principe ge´ne´ral de la MAN, pour un syste`me alge´brique non line´aire quel-
conque, apre`s avoir rappele´ celui de la me´thode de Newton-Raphson. On montre ensuite les
avantages et les inconve´nients relatifs des deux me´thodes. Enfin on termine en traitant avec la
MAN le syste`me (III.11) obtenu plus haut, apre`s application de l’e´quilibre harmonique au cas
de l’e´lastodynamique.
III.3.1 Pre´sentation ge´ne´rale de la MAN
Soit donc le syste`me alge´brique non line´aire :
R(U , η) = 0 (III.16)
R etU sont de dimension n, η est un parame`tre quelconque (dans le cas de l’e´lastodynamique, on
prendra soit le parame`tre de charge λ, soit la pulsation de l’excitation Ω). On a donc un syste`me
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avec plus d’inconnues que d’e´quations, qui va eˆtre re´solu par une me´thode de continuation, qui
conduira au calcul de branches de solution U en fonction du parame`tre η.
III.3.1.a Me´thode de Newton-Raphson
On rappelle ici le principe de la me´thode de Newton-Raphson qui est la plus utilise´e des
me´thodes incre´mentales ite´ratives. De manie`re ge´ne´rale, celles-ci consistent a` chercher une suc-
cession de points (Uj, ηj) solutions de (III.16) et ve´rifiant le crite`re suivant :
‖R(Uj, ηj)‖ 6 ǫ (III.17)
Le calcul se fait en deux e´tapes, une pre´diction puis une se´rie de corrections, l’ensemble e´tant
fonction d’un parame`tre de chemin, note´ a, abscisse curviligne le long de la courbe. Pour Newton-
Raphson, (Uj, ηj) e´tant suppose´ connu
2, le point suivant est donne´ par :










Soit Tj le vecteur (de taille n+1) tangent a` la courbe repre´sentant U(η) en (Uj, ηj) et Kt(j) la
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 (III.19)
On se contente ici de rappeler brie`vement les e´tapes de calcul, sans entrer dans les de´tails. Pour
cela, on pourra consulter par exemple Crisfield (1997a). La de´marche est donc la suivante :
• pre´diction :










∆ηpre = 0 (III.20)
ce qui est e´quivalent a`
Kt(j)Tpre = 0 (III.21)
Ce syste`me est sous-de´termine´, on le comple`te donc par une e´quation qui donne la longueur
du pas tangent :
‖∆Upre‖2 + (∆ηpre)2 = ∆a2 (III.22)
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• corrections :
On effectue k corrections, jusqu’a` ce que le crite`re (III.17) soit ve´rifie´. Pour chaque ite´ra-










∆ηi = −R(U i, ηi) (III.23)
ou
Kt(i)Ti = −R(U i, ηi) (III.24)
Ce syste`me doit aussi eˆtre comple´te´ ; on fixe une condition qui permet de piloter l’algo-
rithme. On peut par exemple choisir des pas de corrections orthogonaux a` la pre´diction,
soit
∆U i.∆Upre +∆ηi.∆ηpre = 0 (III.25)
A noter que les syste`mes (III.20) et (III.23) sont obtenus en se limitant aux de´veloppements au
















Figure III.1 - Pre´diction et corrections pour les me´thodes incre´mentales-ite´ratives (a` gauche) - Calcul
des branches de solutions par la MAN (a` droite)
III.3.1.b Me´thode Asymptotique Nume´rique : principe ge´ne´ral
On recherche les solutions du syste`me (III.16) sous forme de se´ries entie`res d’un parame`tre
de chemin a :
U = U0 +
∞∑
k=1




(U0, η0) est un point solution de de´part, connu. Le the´ore`me des fonctions implicites nous ga-
rantit l’existence de solutions lorsque la branche est unique au voisinage du point initial. Le cas
des points limites et des bifurcations est traite´ au §III.3.1.d
L’introduction des de´veloppements (III.26) dans (III.16) conduit a` :
R(U , η) = aR1 + a
2R2 + · · · = 0 (III.27)
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ηp − Fnlp = 0
. . .
(III.28)







Les Fnlp , sont des termes non line´aires mais de´pendent exclusivement des ordres pre´ce´dents et
sont donc entie`rement de´termine´s a` l’ordre p. Le calcul de ces “seconds membres” est le point
crucial de la MAN. Comme dans le cas de Newton-Raphson, ces syste`mes sont sous-de´termine´s.
On ajoute donc une condition qui correspond a` la de´finition du parame`tre de chemin a. On
l’e´crit sous la forme ge´ne´rale, inspire´e de la de´finition du parame`tre de longueur d’arc classique :
a = tU1P (U −U0) + αη1(η − η0) (III.30)
P est une matrice diagonale et α un scalaire. En fixant ces deux grandeurs, on choisit quelles
composantes de U on souhaite faire intervenir dans la longueur d’arc.
La validite´ des solutions obtenues par les re´solutions successives des syste`mes (III.28) est donne´e
par le calcul du rayon de convergence des se´ries (III.26). Deux crite`res sont propose´s dans
Cochelin et al. (1994b) et Vannucci et al. (1998). Le premier est base´ sur une constatation
empirique : l’e´cart entre deux solutions tronque´es a` deux ordres conse´cutifs reste faible en dec¸a`
du rayon de convergence et augmente brutalement au dela`. On cherche donc amax, amplitude
maximale de a, telle que4 :
‖U (N) −U (N−1)‖
‖U (N) −U (0)‖
=
‖aNUN‖
‖aU 1 + · · ·+ aNUN‖ 6 ǫ (III.31)









Le second crite`re est obtenu en minimisant l’augmentation du re´sidu d’une branche a` l’autre.
Soit donc R0 le re´sidu initial, on veut :
R−R0 = aR1 + ...+ an+1Rn+1 + ... 6 ǫ (III.33)
Pour des se´ries (III.26) tronque´es a` l’ordre n, les Ri sont nuls pour i = 1..n (simple application
de (III.28)). Le terme de´terminant est an+1Rn+1 et on montre facilement que Rn+1 = F
nl
n+1
4Attention : on note U (N) la se´rie (III.26) tronque´e a` l’ordre N et UN le N-ie`me terme de cette se´rie.









Concre`tement, on calcule les termes des se´ries (III.26) en re´solvant (III.28) puis on e´value amax
avec (III.34). Ensuite (U (amax), η(amax)) donne un nouveau point de de´part pour une nouvelle
perturbation.
A noter qu’il existe e´galement une variante de la MAN, permettant d’ame´liorer la convergence
des se´ries. Il s’agit d’utiliser des approximants de Pade´, et donc de remplacer les termes des
se´ries (III.26) par des fractions rationnelles (voir par exemple Cochelin et al. (1994b)).
III.3.1.c Pourquoi utiliser la MAN?
Les principaux points forts de la MAN, relativement a` Newton-Raphson, se re´sument en
trois points :
• simplicite´ d’utilisation et du pilotage : ce point constitue le principal avantage de la MAN.
En effet, le choix de la longueur du pas est entie`rement automatique et adaptative (“ralen-
tissement” a` proximite´ des points limites, augmentation du pas dans les zones line´aires, voir
par exemple la figure IV.11), et se fait a posteriori, avec le calcul du rayon de convergence
amax. Il n’est donc pas ne´cessaire de se pre´occuper de la longueur du pas, comme avec
Newton-Raphson ou` un pas trop petit ralentit l’algorithme, et trop grand le fait diverger.
Finalement, du point de vue de l’utilisateur, il suffit de fixer l’ordre des se´ries, N , un crite`re
de convergence et le nombre de pas souhaite´, soit le nombre de tronc¸ons calcule´s.
• une seule inversion de la matrice Kt(0) par pas de MAN, quand il en faut 1 (pre´diction)
plus k (corrections) pour Newton-Raphson, ce qui peut repre´senter un gain en temps de
calcul conse´quent. En fait, l’essentiel de ce temps est utilise´ pour le calcul des seconds
membres Fnlp , en sachant que le calcul d’un de ceux-ci correspond approximativement a`
celui du re´sidu de Newton-Raphson.
• solutions analytiques des branches de solutions plutoˆt que des valeurs ponctuelles. De
fait, les se´ries tronque´es sont riches en information, notamment en ce qui concerne les
bifurcations.
On remarque e´galement qu’une MAN a` l’ordre 1 correspond a` un pas de pre´diction de Newton-
Raphson (voir (III.20) et la premie`re e´quation de (III.28)). En fait, la possibilite´ de prendre un
grand nombre de termes dans les se´ries (en pratique, entre 20 et 40) permet d’avoir une pre´cision
importante sans avoir recours a` des corrections.
III.3.1.d Quelques comple´ments a` propos des points limites et bifurcations
On conside`re ici deux cas particuliers, mais courants lors de la re´solution de syste`mes non
line´aires, ceux des points limites et des points de bifurcation. On donne ici un rapide aperc¸u
de ces deux situations et du comportement de la MAN en leur pre´sence. Pour des de´finitions
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et un traitement plus pousse´ on pourra consulter Seydel (1994), Manneville (1998-1999) ou
Guckenheimer et Holmes (1983). Revenons donc au syste`me de´fini par :
R(U , η) = 0 (III.35)
et sa matrice tangente,donne´e par (III.19).





soit de rang n − 1 et
que Kt(0) soit de rang n. Du point de vue ge´ome´trique, cela correspond a` un maximum de
η, et donc un “tournant” de la courbe. En fait il suffit de conside´rer η = Un+1 comme une
inconnue parmi les autres Uk et graˆce au the´ore`me des fonctions implicites on est toujours en
mesure d’exprimer Uk,k 6=j en fonction de Uj de manie`re univoque. Ce changement de parame`tre
correspond finalement a` une rotation du graphique Uj(η) qui devient η(Uj) (voir figure III.2).




Figure III.2 - Point limite
la continuation, visible par une accumulation des pas dans la zone concerne´e. C’est notamment
le cas sur la figure IV.6, pour la branche infe´rieure.
Un point de bifurcation correspond a` une singularite´ de la matrice Kt et conduit a` l’apparition
de nouvelles branches. Avec Newton-Raphson, le passage d’un point de bifurcation n’est pas
ne´cessairement visible ; cela de´pend fortement du premier pas tangent et de sa longueur. En
revanche, avec la MAN, la longueur du pas s’adapte et il y a accumulation de points a` proximite´
d’une bifurcation, puis on suit la nouvelle branche. Tout ceci est illustre´ sur la figure III.3 : les
branches de solutions exactes sont note´es en pointille´s, les branches re´ellement suivies par le
calcul approche´ sont en traits pleins. Conside´rant un point de de´part note´ A, un pas de Newton
“saute” la bifurcation et conduit en B, toujours sur la branche principale, tandis que la MAN va
suivre la nouvelle branche de A vers E. En revanche, on ne maˆıtrise pas encore bien le choix de la
branche qui sera suivie au passage d’un point de bifurcation. De manie`re empirique, on constate
qu’un changement du signe de la perturbation impose´e (i.e. l’excitation) permet de passer d’une
branche a` l’autre, c’est a` dire du point A au point C.
En conclusion il est inte´ressant de combiner les deux me´thodes, puisque la MAN permet de
de´tecter les bifurcations et de suivre facilement les nouvelles branches, tandis qu’avec Newton
on reste sur la branche principale. Au final on obtient l’ensemble des solutions.








point de bifurcationpoint de bifurcation
Figure III.3 - Passage d’une bifurcation par Newton-Raphson (a) et la MAN (b)
III.3.2 Application de la MAN au proble`me non line´aire obtenu par e´quili-
brage harmonique
Nous allons maintenant utiliser la MAN pour re´soudre le syste`me (III.11), rappele´ ci-dessous,
obtenu apre`s application de l’e´quilibrage harmonique au proble`me de l’e´lastodynamique en non
line´aire ge´ome´trique. Les inconnues de´veloppe´es en se´ries sont les de´placements discre´tise´s, Q
et les contraintes correspondantes, S (voir (III.7)). Pour simplifier les e´critures, on note :
B∗(Q) = Bl +Bnl(Q) +Bnl(d∗) (III.36)





TB∗(Q)SdΩ0 − Ω2MQ = λF
S = S∗ +D(Bl + 12B
nl(Q) +Bnl(d∗))Q
(III.37)
Ce syste`me de´pend de deux parame`tres, λ et Ω, les solutions sont donc des surfaces. Pour la
continuation de branches de solution, l’un des deux va eˆtre fixe´ et l’autre servira de parame`tre







λ = λ0 +
∑N
k=1 a
kλk pour Ω = Ω0 fixe´
ou
Ω2 = Ω20 +
∑N
k=1 a
kνk pour λ = λ0 fixe´
(III.38)













TB∗(Q0)S0dΩ0 − Ω20MQ0 = λ0F
S0 = S
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qui est toujours ve´rifie´ puisque le point (Q0,S0, λ0,Ω0) est solution de (III.37).
Ensuite, pour les ordres supe´rieurs a` 1, on a :
Contraintes















A noter que le terme Snlp ne de´pend que des ordres strictement infe´rieurs a` p.
Forces internes





(Q)SdΩ0 de (III.37), correspondant a` la





























Le report des contraintes line´arise´es obtenues ci-dessus dans l’expression des forces internes, puis
le de´veloppement complet de (III.37), comple´te´ par la condition (III.30), conduisent, a` chaque
ordre, a` l’e´criture des syste`mes line´arise´s (III.28).














tQ1PQp + αη1ηp = 0
(III.47)









Kσ : rigidite´ ge´ome´trique
(III.48)
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Les autres grandeurs, fonctions du type de continuation choisie, sont donne´es dans le tableau
ci-dessous :
Continuation ... en force en pulsation
ηk = . . . λk νk
Fman = . . . F MQ0





















On remarque que pour une continuation en pulsation, le terme Ω2MQ conduit a` des expres-
sions quadratiques apparaissant dans les seconds membres, ce qui n’est pas le cas pour une
continuation en force.
















3. construction de Q1 = η1QE
4. calcul de S1, (III.41), et du second membre pour l’ordre suivant.








2. calcul de ηp = −η1Q1tPQnlp (vient de (III.47))






4. calcul de Sp, (III.42), F
nl
p+1, (III.49) et S
nl
p+1, (III.42) pour l’ordre suivant.
• calcul de amax, (III.34)
III.4 Bilan du chapitre
Ce chapitre est consacre´ a` la pre´sentation d’une me´thode de calcul de la re´ponse force´e
harmonique de structures non line´aires, nomme´e EHMAN et base´e sur la me´thode de l’e´quilibre
harmonique (EH) et la me´thode asymptotique nume´rique (MAN), applique´ au syste`me (II.39).
L’EHMAN conduit au calcul des de´placements et contraintes en fonction de deux parame`tres,
l’amplitude et la pulsation de l’excitation.
Outre l’utilisation des e´le´ments finis pour discre´tiser le proble`me, les points cle´s de la me´thode
sont l’utilisation de l’e´quilibre harmonique et la re´solution par la MAN.
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Le premier point implique une augmentation conse´quente de la taille des syste`mes a` re´soudre et
ne´cessite un choix a priori sur la forme des solutions et sur le nombre de termes retenus dans les
de´veloppements harmoniques. De plus, par construction on se limite aux solutions harmoniques.
L’e´quilibrage harmonique est introduit au niveau e´le´mentaire, et permet la construction d’un
syste`me alge´brique non line´aire, de manie`re simple et automatique, quelque soit le nombre de
termes retenus dans les de´veloppements harmoniques.
Quant a` la re´solution par la MAN, solveur non line´aire a` comparer avec des me´thodes type
Newton-Raphson, ses avantages sont d’une part le choix du pas qui est automatique et adaptatif,
ce qui conduit a` une me´thode robuste et un pilotage de la continuation facile, d’autre part la
de´tection des bifurcations, et enfin le fait qu’une seule inversion de matrice par pas de MAN ne
soit ne´cessaire, d’ou` un gain en temps de calcul.
Mises a` part les limitations lie´es aux deux premiers points concernant l’e´quilibre harmonique,
on dispose au final d’une me´thode robuste et efficace, assez simple a` utiliser et a` inte´grer dans
un code e´le´ment fini. Ce dernier aspect est de´veloppe´ au chapitre suivant.
L’ensemble de la de´marche est re´sume´ sur la figure III.4.
EDP





(qi, si) = f(λ,Ω)
Figure III.4 - Calcul de la re´ponse force´e non line´aire : rappel de la de´marche. EDP : e´quation aux de´ri-
ve´es partielles - EDNL : e´quations diffe´rentielles non line´aires,(II.39), (n e´quations) - EANL : e´quations
alge´briques non line´aires, (III.11) (n×H e´quations).
CHAPITRE IV
Introduction de la me´thode EHMAN
dans le code e´le´ments finis Eve
C e chapitre est de´die´ a` la pre´sentation du code e´le´ments finis Eve et desde´veloppements nume´riques effectue´s au cours de cette the`se, avec notam-
ment l’imple´mentation de la me´thode “EHMAN”de´crite au chapitre pre´ce´dent, base´e
sur deux points :
• le de´veloppements d’e´le´ments “e´quilibre harmonique”
• l’e´criture d’un module de calcul de vibrations non line´aires
Pour terminer, quelques simulations sont pre´sente´es et compare´es avec des
re´sultats de la litte´rature.
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IV.1 Pre´sentation ge´ne´rale du code Eve
Eve est un code e´le´ments finis pour le calcul de structures, de´veloppe´ a` l’origine en Fortran
77, puis aujourd’hui en Fortran 90, par des enseignants-chercheurs, des doctorants ou des e´tu-
diants au cours de projets d’e´tude. Ce logiciel est essentiellement destine´ a` la recherche et a`
l’enseignement et est particulie`rement pratique pour de´velopper et tester de nouveaux e´le´ments
ou algorithmes de calcul. Cependant, il est aussi capable de traiter des proble`mes de calcul sur
des structures re´elles, pour des ge´ome´tries “complique´es”, et avec un grand nombre de degre´s de
liberte´, bien que ce ne soit pas sa vocation principale.
IV.1.1 Formulation et types de proble`mes traite´s
Le code Eve est base´ sur une formulation Lagrangienne totale des e´quations du mouvement.
Les grandeurs me´caniques utilise´es sont les de´placements, les de´formations de Green-Lagrange et
les contraintes de Piola-Kirchhoff II. Les proble`mes traite´s par Eve (i.e. les e´le´ments disponibles)
sont :
• e´lasticite´ 3D (briques a` 8 et 20 noeuds),
• e´lasticite´ 2D en contraintes ou de´formations planes, ou en axisyme´trique (triangles a` 3 et
6 noeuds, quadrangles a` 4 et 8 noeuds),
• plaques et coques (triangles (DKT) et quadrangles (DKQ) a` facettes planes1), plus
e´le´ments “harmoniques” (i.e. incluant l’application de la me´thode de l’e´quilibre har-
monique) correspondants,
• barres (ressorts a` 2 noeuds).
Quant aux options de calcul, elles sont les suivantes :
• statique line´aire et non line´aire ge´ome´trique,
• calcul des fre´quences et modes propres,
• flambage,
• dynamique transitoire line´aire ou non (me´thode de Newmark et Newton-Raphson),
• vibrations force´es (re´ponse a` une sollicitation harmonique) en line´aire,
• calcul de la re´ponse force´e harmonique en non line´aire, en utilisant un solveur
MAN ou Newton-Raphson,
les modules en gras sont ceux qui ont e´te´ de´veloppe´s au cours de cette the`se.
IV.1.2 Organisation du code
Eve est un code sur lequel travaillent, ou ont travaille´, plusieurs personnes et qui est amene´
a` e´voluer en permanence. De plus, ce n’est pas un code commercial, il est plutoˆt destine´ a` la
recherche, au test de nouveaux e´le´ments ou algorithmes. Pour toutes les raisons e´nume´re´es ci-
dessus, le code doit eˆtre bien structure´, avec une organisation suffisamment propre et simple,
telle que l’imple´mentation de nouvelles fonctionnalite´s n’implique pas une intervention partout
1voir Batoz et Dhatt (1990).
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Utilisateur 





Interface élémentaire − global 
Manipulation des objets:





Fichier d’entrée (.cle) 
Fichiers de sortie (.pr, .plot ...) 
Figure IV.1 - Architecture du code Eve
dans le code. La lisibilite´ des algorithmes est elle aussi importante. Le Fortran 90 comporte des
caracte´ristiques qui permettent de re´pondre a` ces exigences ; notamment l’orientation objet de
ce langage, avec l’organisation en modules et la possibilite´ de de´finir des structures e´volue´es et
les me´thodes associe´es, ainsi que celle de surcharger les ope´rateurs.
Plus pre´cise´ment, Eve est organise´ en deux blocs principaux, le niveau e´le´mentaire, note´ (A), et
le niveau global, (B), plus un bloc, note´ (C), qui permet de faire le lien entre les deux, (voir la
figure IV.1).
Dans le bloc (A), on trouve tout ce qui a trait a` la construction des e´le´ments : e´criture des
fonctions de formes, calcul des Bl, G, etc..., qui conduisent a` celle de la rigidite´ e´le´mentaire.
Le bloc (B) concerne les modules de calcul et on y manipule uniquement des objets globaux,
tels que des vecteurs contraintes, degre´s de liberte´ ou encore des matrices de rigidite´ globales,
sans qu’apparaisse explicitement le type d’e´le´ment choisi. De plus, a` ce niveau, la possibilite´
de sur-de´finir des ope´rateurs apporte beaucoup pour la lisibilite´ des programmes : en effet, on
peut e´crire des formules presque “comme sur le papier”. Par exemple, l’e´valuation du re´sidu
(vecteur de taille e´gale au nombre de degre´s de liberte´) apre`s un calcul non line´aire s’e´crira :
“re´sidu=lambda*F ext-forces internes(u,s)+(omega**2)*M*u”.
Quant au bloc (C), il contient les de´finitions des diverses structures utilise´es et de toutes les
routines associe´es (surcharge d’ope´rateurs, passage du niveau e´le´mentaire au global, appel des
solveurs, etc...).
La figure IV.1 pre´sente une synthe`se de l’architecture du code, avec en particulier le de´roulement
d’un calcul et les blocs intervenant a` chaque e´tape. Au final, l’ajout d’un e´le´ment n’entraˆınera
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une intervention que sur le bloc (A) et d’un nouveau type de calcul que sur le bloc (B).
IV.2 Calcul de vibrations non line´aires avec Eve
On rappelle que notre objectif est de re´soudre le proble`me pre´sente´ au chapitre II, a` savoir le
calcul de la re´ponse force´e de structures minces en non line´aire ge´ome´trique, par application des
me´thodes de l’e´quilibre harmonique et de la MAN. Cependant, afin d’e´viter d’obtenir un outil
trop spe´cialise´, et donc limite´, nous avons distingue´ deux points comple`tement inde´pendants :
• l’e´criture d’e´le´ments “e´quilibre harmonique”, conduisant a` un mode`le du type (III.11) et
donc transformant un syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles en un syste`me discret,
alge´brique (mais toujours non line´aire),
• la programmation d’un “solveur” non line´aire, dont l’action peut-eˆtre re´sume´e par :




R e´tant un syste`me alge´brique discret, d’inconnues q (de´placements) et S (contraintes),
et avec η une liste de parame`tres, donne´s ou non, dont un servira a` la continuation.
La stricte se´paration de ces deux points permet d’obtenir un programme plus ge´ne´ral, plus mo-
dulable. Ainsi on pourra utiliser les e´le´ments “EH” pour n’importe quel calcul (dans la limite ou`
celui-ci a` un sens physique), ajouter de nouveaux e´le´ments “EH” inde´pendamment du solveur
utilise´, et, re´ciproquement, modifier le solveur sans avoir a` se pre´occuper du type d’e´le´ment
utilise´ pour aboutir au syste`me alge´brique de de´part. Le solveur sera donc valable aussi bien
pour un calcul en statique non line´aire, en dynamique, etc... Au final, le calcul de la re´ponse for-
ce´e harmonique d’une structure mince re´sultera d’une part du choix d’un e´le´ment harmonique,
adapte´ a` la structure conside´re´e, et d’autre part de l’appel de la proce´dure de calcul “solveur
non line´aire”, applique´e au syste`me (III.11) (la de´marche globale est re´sume´e sur la figure III.4,
a` la fin du chapitre III).
Conforme´ment a` l’architecture de Eve pre´sente´e figure IV.1, les de´veloppements pour les e´le´-
ments “EH” ont tous lieu au niveau du bloc (A) et ceux du solveur au niveau du bloc (B). Dans
chaque cas, des routines d’aiguillage ou de passage du global a` l’e´le´mentaire sont e´galement
ajoute´es au bloc (C).
Dans cette partie on pre´sente successivement les deux points cite´s ci-dessus, puis on de´crit les
de´veloppements comple´mentaires lie´s a` ce calcul, avec en particulier l’introduction du de´faut et
de la pre´contrainte.
IV.2.1 Elements EH
On a montre´ au chapitre III que l’introduction des de´veloppements harmoniques dans les
e´quations discre´tise´es du mouvement, revenait a` e´crire un nouveau syste`me,H fois plus grand que
celui d’origine (H nombre de termes dans les de´veloppements (III.6)), mais ayant la meˆme forme
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que ce dernier, ce qui va s’ave´rer particulie`rement pratique d’un point de vue programmation. En
effet, les matrices composant le nouveau syste`me sont construites a` partir de celles de l’ancien,
par assemblage de diffe´rents blocs. Il suffit donc de partir d’un e´le´ment connu, puis de construire
le syste`me harmonique correspondant. La de´marche est donc la suivante :
• re´cupe´ration des matrices e´le´mentaires Bl, Bnl, M , etc ... pour un e´le´ment connu, de´ja`
disponible dans le code,
• construction des matrices “harmoniques” correspondantes, Bl, Bnl,M, etc... en suivant la
de´marche pre´sente´e au chapitre III (i.e. passage de (II.39) a` (III.11)). Le cas des matrices
diagonales par bloc ne pose aucun proble`me. Celui des Bnl est un peu plus complique´,
puisqu’il faut prendre en compte la de´pendance des matrices vis a` vis des qi mais reste
assez facilement programmable, quel que soit H. La me´thode de construction est pre´sente´e
en annexe B.
Cette de´marche s’applique pour le calcul :
• des matrices de rigidite´ e´le´mentaires ( Bl, Bnl puis sommation sur les points de Gauss
des produits TBDB et TGSˆG),
• des matrices de masse e´le´mentaires ,
• des seconds membres Fnlp pour la MAN,
• des contraintes.
A chaque fois, on travaille avec des vecteurs degre´s de liberte´ e´le´mentaires de taille Ne×ne×H
(ne e´tant le nombre de degre´ de liberte´ par noeud et Ne le nombre de noeuds de l’e´le´ment de
base) qui doivent eˆtre mis au format ade´quat pour le traitement par bloc de´crit plus haut. Il
y a donc une re´organisation syste´matique au niveau e´le´mentaire pour les matrices et vecteurs
degre´s de liberte´ (voir la figure IV.2 pour les vecteurs).





Noeud 1 . . . Noeud N
ddl 1 a` ne ddl 1 a` ne︸ ︷︷ ︸
. . .
Noeud 1 . . . Noeud N
ddl 1 a` ne ddl 1 a` ne︸ ︷︷ ︸







ddl 1 a` ne ×H
. . .
Noeud N
ddl 1 a` ne ×H
}
Figure IV.2 - Re´organisation des vecteurs degre´ de liberte´ pour l’application de l’e´quilibre harmonique
est automatique et valable quel que soit le nombre d’harmoniques H retenu. La seule limite a` ce
niveau est l’augmentation de la taille des syste`mes et donc du temps de calcul ne´cessaire pour
la re´solution.
On a de´veloppe´ pour l’instant deux types d’e´le´ments, des triangles et des quadrangles, base´s
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sur les DKT et DKQ de´crits respectivement dans Batoz et al. (1980) et Batoz et Ben Ta-
har (1982). Cependant, il est important de noter que tous les de´veloppements lie´s a` l’e´quilibre
harmoniques ont e´te´ fait dans un cadre aussi ge´ne´ral que possible et sont inde´pendants du type
d’e´le´ment choisi (toujours graˆce a` l’organisation en modules). Il serait donc assez facile de cre´er
de nouveaux e´le´ments “harmoniques”, tout simplement en proposant plusieurs cas lors de l’appel
des routines de construction des blocs (Bl, Bnl ...), en fonction de l’e´le´ment de base souhaite´.
Du point de vue de l’utilisateur, il suffit de se´lectionner l’option “e´quilibre harmonique” (comme
on aurait choisi contraintes planes, coques ou autres), le nombre de termes pour les de´veloppe-
ments (H) puis un e´le´ment (pour l’instant soit DKT+EH, soit DKQ+EH).
IV.2.2 Re´solution du syste`me non line´aire
On s’inte´resse maintenant au solveur non line´aire destine´, comme pre´cise´ en introduction de
cette partie, a` re´soudre un syste`me d’e´quations alge´briques non line´aires par une me´thode de
continuation. On conside`re donc qu’on dispose d’un mode`le e´le´ment fini, conduisant a` l’e´criture
de ce syste`me et de sa matrice de rigidite´ tangente, entre autres.
Dans Eve, le calcul est de´compose´ en se´quences. Chaque objet se´quence est caracte´rise´ par :
• un “point” de de´part,
• un “point” de fin,
• une me´thode de calcul et les parame`tres correspondants,
• diverses options (prise en compte d’un de´faut, d’une pre´contrainte ...).
L’objet “point” contient quatre champs : (q,S, λ, ω). Une se´quence se de´compose elle meˆme en
deux phases : une continuation en charge et une en pulsation.
Du point de vue de l’utilisateur, il faut pre´ciser le nombre de se´quences et, pour chacune d’elles,
un point de de´part (e´ventuellement solution d’une se´quence pre´ce´dente), une me´thode et les
parame`tres correspondants, pour chaque phase.
Les me´thodes disponibles dans le code sont la MAN et Newton-Raphson. En pratique, pour le
calcul de la re´ponse force´e harmonique, on part du point (0,0, 0,Ω), on effectue une continuation
avec λ comme parame`tre, jusqu’a` une valeur seuil fixe´e par l’utilisateur, ce qui fournit un point
solution de de´part pour la continuation en Ω qui conduit finalement aux courbes de´placements-
fre´quences.
Les algorithmes de re´solution par la MAN ou Newton sont de´taille´s au chapitre III. Pour la
MAN, l’essentiel du temps de calcul est consomme´ dans la re´solution des syste`mes line´aires a`
chaque ordre et pour le calcul des seconds membres.
IV.3 Autres de´veloppements
L’essentiel du travail de de´veloppement re´alise´ au cours de cette the`se concerne les deux points
expose´s dans les paragraphes pre´ce´dents. Cependant, d’autres modifications ont e´galement e´te´
apporte´es au code Eve. On les re´sume brie`vement ci-apre`s :
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Prise en compte du de´faut de forme et de la pre´contrainte
On a ajoute´ la possibilite´ de lire dans un fichier un de´faut de forme et/ou une pre´contrainte, qui
sont ensuite pris en compte lors de l’appel des routines de calcul de la rigidite´ ou des contraintes,
selon le mode`le donne´ au §II.4. Les fichiers “de´faut” et “pre´contrainte” sont soit le re´sultat d’un
calcul pre´ce´dent, soit remplis directement par l’utilisateur.
Introduction d’un nouvel e´le´ment de plaque :
pour traiter le cas des structures minces, on a ajoute´ un e´le´ment de plaque mince, quadrilate`re
a` 4 noeud et 6 degre´s de liberte´ par noeud. Pour la partie flexion on utilise le DKQ de´crit dans
Batoz et Ben Tahar (1982), base´ sur une formulation de Kirchhoff, et le Q4 classique (voir par
exemple Batoz et Dhatt (1990)) pour la partie membrane. L’inte´gration se fait sur 4 points
de Gauss, sauf pour la matrice de masse inte´gre´e sur 9 points.
Modification du type de stockage des matrices :
L’introduction des de´veloppements harmoniques dans les e´quations du mouvement implique une
augmentation de la taille des syste`mes et conduit, a` cause de la de´finition des Bnl, a` des matrices
de rigidite´ non syme´triques, et a` un nombre plus grand de donne´es a` me´moriser. Il e´tait donc
ne´cessaire de revoir la me´thode de stockage des matrices assemble´es (format ligne de ciel dans
la version pre´ce´dente de Eve). Nous avons utilise´ un stockage sous forme de chaˆıne de matrices
e´le´mentaires. Plus pre´cise´ment, au niveau global on travaille avec des objets “Matrice globale”,
structure compose´e de trois champs :
• le nombre de degre´s de liberte´ total du mode`le e´le´ments finis,
• le nombre d’e´le´ments, nele,
• un tableau, de taille nele, de matrices e´le´mentaires.
L’objet “matrice e´le´mentaire” est lui aussi de´fini par trois champs :
• le nombre de lignes d’une matrice e´le´mentaire,
• la table de connectivite´ e´le´mentaire,
• la matrice de rigidite´ de l’e´le´ment.
Le gros avantage de ce type de stockage est qu’il n’y a pas syste´matiquement d’e´tape d’as-
semblage, on ne stocke que les rigidite´s e´le´mentaires, ce qui d’une part simplifie fortement la
programmation en minimisant le nombre d’ope´rations et d’autre part e´vite de manipuler des
matrices de grande taille. Ensuite, en fonction du type de calcul retenu (statique, dynamique ou
autre), on choisira le solveur le plus adapte´ et l’assemblage (e´ventuel) aura lieu au niveau de ce
solveur.
Ajout d’un solveur pour matrices non syme´triques.
Apre`s application de la MAN, on est amene´ a` re´soudre a` chaque ordre des syste`mes line´aires.
Or, comme pre´cise´ ci-dessus, les matrices de rigidite´ obtenues apre`s application de l’e´quilibre
harmonique sont non syme´triques, ce qui est incompatible avec le solveur disponible dans la
version 3.1 de Eve (base´ sur la me´thode de Crout). Nous avons donc utilise´ la routine DGKFS
de la bibliothe`que ESSL2, disponible sur serveur IBM, et compatible avec diffe´rents langages
dont le Fortran90. La routine DGKFS permet de re´soudre le syste`me line´aire KU = F avec
2Engineering and Scientific Subroutine Library for AIX.


















Figure IV.3 - Re´solution de KU = F - Inte´reˆt du stockage “chaˆıne”.
K une matrice quelconque, range´e au format ligne de ciel, et utilise une factorisation LU. L’in-
conve´nient de l’appel de cette routine est que le code n’est plus portable et ne fonctionne que
sur une machine disposant d’ESSL. Cependant, graˆce au stockage en chaˆıne de´crit plus haut, on
peut facilement changer de solveur et faire appel a` une autre bibliothe`que de fonction. Il suffit
de coder la partie “transformation” (voir figure IV.3), qui correspond en fait a` l’assemblage,
adapte´e au solveur choisi. Notre principal souci e´tait de gagner du temps de calcul sans pour
autant s’attacher a` optimiser celui-ci et atteindre la meilleure performance. C’est pourquoi nous
avons utilise´ par de´faut les routines ESSL, disponible sur notre calculateur. A terme il serait
inte´ressant de coder un solveur traitant directement la chaˆıne de matrices e´le´mentaires, ce qui
apporterait un gain conside´rable en temps de calcul.
E´criture d’un pre/post traitement sous Matlab
L’inconve´nient principal de Eve est qu’il ne dispose pas de pre´ ou de post traitement. Pour
reme´dier a` cela, nous avons de´veloppe´ un outil de post traitement basique, sous Matlab, qui
traite les fichiers de sorties de Eve et permet de visualiser :
• le maillage initial, avec la nume´rotation des noeuds et des e´le´ments,
• les modes propres pour un calcul de vibrations libres,
• les de´forme´es pour un calcul statique ou dynamique,
• les de´placements aux noeuds (chaque harmonique ou le signal reconstruit, lors d’un calcul
avec des e´le´ments EH) en fonction de divers parame`tres (temps, λ, Ω), selon le type de
calcul effectue´.
La figure IV.4 donne un aperc¸u de l’outil en question.
IV.4 Quelques exemples de validation
On pre´sente dans cette partie des l’application a` des exemples des de´veloppements introduits
dans Eve et expose´s au cours de ce chapitre. Il s’agit d’une part de valider ceux-ci et d’autre part
d’illustrer le fonctionnement et les possibilite´s du code, en comparant les re´sultats obtenus par
Eve a` ceux fournis par la litte´rature sur des cas pre´cis (des exemples plus complets et entie`rement
traite´s sont pre´sente´s au chapitre suivant). Toutes les nouvelles fonctionnalite´s ont e´te´ ve´rifie´es et
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Figure IV.4 - Post-traitement pour Eve
valide´es, en particulier l’e´le´ment DKQ a` l’aide du patch test pre´sente´ dans Batoz et Ben Tahar
(1982), mais on ne se concentre ici que sur les deux principaux ajouts : les e´le´ments EH et le
module de calcul de la re´ponse force´e non line´aire. On traite donc deux cas, issus de la litte´rature :
celui d’une plaque en acier, pre´sente´ dans Azrar et al. (2002) et celui d’une poutre encastre´e a`
ses deux extre´mite´s, propose´ par Ribeiro et Petyt (1999c).
IV.4.1 Re´ponse force´e d’une plaque mince
On conside`re ici les deux situations traite´es dans Azrar et al. (2002) :
• une plaque carre´e, en acier (E = 2.1e11Pa, ν = 0.3, ρ = 7800kg.m−3), en appuis sur ses
quatre cote´s,
• une plaque rectangulaire (de ratio longueur sur largeur e´gale a` 2), elle aussi en acier,
entie`rement encastre´e.
Le rapport longueur/e´paisseur vaut 240, dans les deux cas. On s’inte´resse a` la re´ponse force´e a`
une excitation mono-harmonique au milieu de la plaque :
Fext = λF cos Ωt (IV.1)
La re´ponse est calcule´e dans Eve en utilisant des e´le´ments DKQ-EH, avec 3 termes dans les
de´veloppements, et la MAN comme solveur non line´aire.
Plaque carre´e en appuis simples
Les solutions obtenues sont compare´es a` celles fournies par Azrar et al. (2002), qui utilisent
e´galement la me´thode de l’e´quilibre harmonique (les de´placements de membrane sont de la forme
a(x, y) sin Ωt2 et ceux de flexion w(x, y) sin Ωt) et la MAN. Les re´sultats d’e´tudes ante´rieures
sont e´galement pre´sente´s dans ce meˆme papier : re´ponse obtenue en utilisant une me´thode e´le´-
ments finis plus une line´arisation (Mei (1985)), une me´thode de perturbation (Mei (1985) et
Hsu (1960)) et une approximation au premier mode (me´thode “single-mode”) et des fonctions
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elliptiques (Hsu (1960)). Le tableau IV.1 re´capitule les valeurs obtenues par ces diverses me´-
thodes, y compris la noˆtre, pour la plaque carre´e sur appui. La figure IV.5 donne l’amplitude
des de´placements, soit le terme q1 des de´veloppements III.6 (la structure e´tant syme´trique, q0
et q2 sont nuls), divise´ par l’e´paisseur, en fonction du rapport Ω
ω1
; ω1 est la premie`re pulsation











ω1 Eve Azrar Elliptique Perturbation MEF +lin
-1 1.50 1.56 1.49 1.49 1.39
-0.8 1.39 1.44 1.39 1.39 1.32
-0.6 1.33 1.36 1.32 1.32 1.28
-0.4 1.33 1.33 1.33 1.33 1.30
-0.2 1.45 1.45 1.50 1.50 1.49
0.4 0.69 0.69 0.73 0.73 0.71
0.6 0.97 0.97 0.96 0.97 0.92
0.8 1.16 1.17 1.14 1.15 1.06
1. 1.33 1.35 1.31 1.32 1.21
Tableau IV.1 - Plaque carre´e, en appuis sur ses quatre coˆte´s, soumise en son centre a` une excitation
harmonique - Relation de´placements-fre´quences calcule´e par diffe´rentes me´thodes - Voir figure IV.5





























Figure IV.5 - Valeur absolue de la re´ponse force´e d’une plaque carre´e soumise a` une excitation har-
monique ponctuelle en son centre. Comparaison des re´sultats fournis dans Azrar et al. (2002) et par
Eve.
Plaque rectangulaire, encastre´e sur ses quatre coˆte´s
On proce`de de meˆme avec la plaque rectangulaire pour obtenir les re´sultats donne´s dans le ta-
bleau IV.2 et trace´s sur la figure IV.6. On a e´galement trace´ la re´ponse force´e autour du mode
3. La structure e´tant excite´e en son centre, le mode 2 n’est quasiment pas visible, cependant
on distingue une accumulation de pas de MAN autour de l’abscisse 1.3, qui correspond a` ce
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mode. Enfin la courbe est comple´te´e par les branches asymptotiques correspondant aux modes
non line´aires 1 et 3, obtenues en prenant une force d’excitation tre`s petite, ce qui conduit a` la















-0.2 1.181 1.179 0.2 0.568 0.568
-0.4 1.132 1.132 0.4 0.875 0.872
-0.6 1.136 1.139 0.6 0.966 0.969
-0.8 1.171 1.171 0.8 1.045 1.044
-1 1.221 1.221 1 1.112 1.119
-1.5 1.391 1.400 1.5 1.320 1.330
-2 1.629 1.628 2 1.569 1.575
-2.5 1.867 1.882 2.5 1.842 1.840
-3. 2.154 2.152 3 2.101 2.118
Tableau IV.2 - Plaque rectangulaire (L
l
= 2), comple`tement encastre´e, soumise en son centre a` une
excitation harmonique - Relation de´placements-fre´quences calcule´e par l’EHMAN et la me´thode propose´e
dans Azrar et al. (2002) - Voir figure IV.6.
Eve sont tre`s proches de ceux donne´s dans Azrar et al. (2002), ce qui va dans le sens de la
validite´ de notre outil.
A travers l’exemple pre´sente´ ci-dessus, nous allons maintenant montrer comment tracer les re´-
ponses force´es en jouant sur les deux parame`tres, λ et Ω. La solution trace´e sur la figure IV.5
comporte deux branches, tendant vers l’infini. Pour obtenir chacune d’elle, il est ne´cessaire de
fixer un point de de´part puis deux phases : une continuation en chargement (λ parame`tre) et une
en pulsation (Ω parame`tre). Tout point A = (Q = 0, S = 0, λ = 0, Ω quelconque) est solution.
Il suffit donc de choisir une pulsation initiale avant et une apre`s la re´sonance line´aire en fonction
de la branche a` tracer, d’appliquer la force souhaite´e a` pulsation constante (passage du point A
au point B sur la figure IV.7, continuation de λ = 0 a` 1) puis, partant du point B de “suivre” la
branche q1(Ω) a` force constante. Pour chaque branche, il est donc ne´cessaire de fournir, outre
le Ω de de´part, le nombre de pas de calcul souhaite´, un crite`re de convergence (ǫ dans (III.34)),
un ordre pour les se´ries. Pour donner au lecteur une ide´e des ordres de grandeur des parame`tres
d’un calcul MAN, ceux-ci sont donne´s dans le tableau IV.3, pour la construction de la branche
supe´rieure de la courbe IV.5. On utilise un maillage 20 × 20 e´le´ments, ce qui correspond (avec
un e´quilibre harmonique a` 3 termes et la plaque en appuis) a` 6498 degre´s de liberte´.
IV.4.2 Poutre encastre´e
Conside´rons maintenant le cas d’une poutre en aluminium (E = 0.7e11Pa, ν = 0.3, ρ =
2778kg.m−3), de longueur 580mm, largeur 20mm et d’e´paisseur=2mm. Elle est encastre´e a` ses
deux extre´mite´s, et soumise a` une excitation harmonique de la forme (IV.1), telle que pre´sente´e
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Figure IV.6 - Comparaison des re´sultats donne´s par Azrar et al. (2002) et par Eve- les pointille´s fins





























Continuation en force 














Figure IV.7 - Calcul d’une branche de solution avec Eve
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MAN chargement MAN pulsation Temps de calcul (CPU)
nombre ordre des crite`re nombre de ordre des crite`re MAN
de pas se´ries de pas se´ries
2 20 1e-4 9 21 1e-9 11min30s
Tableau IV.3 - Parame`tres du calcul pour la branche supe´rieure de la figure IV.5
dans Ribeiro et Petyt (1999c). Les auteurs utilisent une me´thode base´e sur les e´le´ments
finis hie´rarchiques, l’e´quilibre harmonique et une me´thode de Newton. On compare les re´sultats
obtenus avec Eve avec des e´le´ments DKQ-EH (avec 4 termes, c’est a` dire qu’on prend en compte
les termes en cos 3Ωt) et la MAN, pour divers cas, repre´sente´s sur les figures IV.8 a` IV.11.
Le premier cas (IV.8) concerne la re´ponse force´e autour du premier mode, pour une excitation
de 0.03N, au quart de la longueur de la poutre. La correspondance entre nos re´sultats et ceux
de Ribeiro est tre`s bonne. Par contre on observe l’apparition d’une nouvelle branche pour Ω
ω1
=
0.925, valeur a` partir de laquelle l’harmonique 3 croˆıt au de´triment de l’harmonique 1 (figure
IV.9). Cette valeur de la pulsation correspond a` Ω ≈ 13ω2, on est donc en pre´sence d’une re´sonance
sur-harmonique pour le mode 2. On s’inte´resse ensuite a` la re´ponse pour la meˆme force mais























Figure IV.8 - Poutre encastre´e-encastre´e - Valeur absolue de la re´ponse force´e autour du premier mode
- Harmonique 1 (a` gauche) et 3 (a` droite) - Mesure et excitation au quart de la longueur - Comparaison
avec les re´sultats de Ribeiro et Petyt (1999c)
applique´e au centre de la poutre, et mesure´e en ce meˆme point (figure IV.10). Les re´sultats
concordent toujours parfaitement avec ceux de Ribeiro. Il n’y a plus de bifurcation comme
dans le cas pre´ce´dent, mais en revanche on note la forme particulie`re de l’harmonique 3 : celle-ci
augmente brusquement a` partir de l’abscisse 1.8, qui correspond au tiers de la troisie`me fre´quence
propre : il y a interaction entre les modes 1 et 3. Nous reviendrons sur ces aspects plus en de´tails
dans le chapitre V, lors de l’e´tude comple`te d’une poutre encastre´e-encastre´e.
Pour terminer, on trace sur la figure IV.11 la re´ponse pour une tre`s faible amplitude d’excitation,
ce qui correspond au premier mode non line´aire de la structure. On repre´sente les re´sultats
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Figure IV.10 - Poutre encastre´e-encastre´e - Valeur absolue de la re´ponse force´e autour du premier mode
- Mesure et excitation au milieu de la poutre
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obtenus en utilisant 4 termes dans les de´veloppements harmoniques et la MAN, 6 termes et la
MAN et enfin 6 termes et Newton-Raphson. De son coˆte´ Ribeiro inclut les termes en cos Ωt,
cos 3Ωt et cos 5Ωt. Nos re´sultats concordent toujours avec les siens.
Sur la courbe, on observe deux branches : la principale et une bifurcation pour Ω/ω1 ≈ 1.13,
qui correspond a` une re´sonance interne 1 :5. La bifurcation n’est obtenue que pour la MAN et 6
termes dans l’e´quilibre harmonique, ce qui illustre les propos tenus au §III.2.1 et III.3.1.d : d’une
part il est ne´cessaire de prendre en compte le cos 5Ωt pour voir une re´sonance interne d’ordre
5 et d’autre part la MAN tourne sur la branche tandis que Newton reste sur la fondamentale.
On remarque e´galement l’accumulation de pas a` proximite´ des points limites et des bifurcations,
lors de l’utilisation de la MAN.













MAN − 6 termes
MAN − 4 termes
Newton − 6 termes
Resultats de Ribeiroq1
h
Figure IV.11 - Poutre encastre´e-encastre´e - Bifurcation de l’harmonique 1 - Comparaison avec les
re´sultats de Ribeiro et Petyt (1999c)
IV.5 Bilan du chapitre
Ce chapitre est de´die´ a` la pre´sentation du code e´le´ment finis Eve et des de´veloppements
nume´riques re´alise´s au cours de cette the`se et lie´s entre autre a` l’inte´gration de la me´thode
EHMAN dans le code.
Le premier aspect concerne l’introduction d’e´le´ments “e´quilibre harmonique”, c’est a` dire in-
te´grant directement les de´veloppements harmoniques, au niveau e´le´mentaire, et ce inde´pen-
damment du nombres de termes H retenus. Par contre, la taille des syste`mes a` re´soudre est
sensiblement augmente´ ; le nombre de degre´s de liberte´ est multiplie´ par H.
Un module de calcul de vibrations non line´aires a e´te´ de´veloppe´, base´ sur la MAN, et applicable
a` des structures maille´es avec les e´le´ments de´crits ci-dessus. Enfin, la prise en compte d’un de´faut
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de forme et d’une pre´contrainte dans le mode`le e´le´ments finis a e´galement e´te´ introduite.
Les deux exemples traite´s montrent que l’outil est fiable et permet de retrouver des re´sultats
donne´s dans la litte´rature.
Au final on dispose d’un outil flexible, fonctionnant pour un nombre d’harmoniques quelconque
et de manie`re automatique, avec une re´solution robuste graˆce a` la MAN.
CHAPITRE V
Simulation nume´rique de la re´ponse
force´e de structures minces :
quelques exemples
C e chapitre propose quelques simulations de la re´ponse libre ou force´e destructures minces en non line´aire. Le principal exemple traite´ est celui
d’une poutre bi-encastre´e, e´tudie´e expe´rimentalement au chapitre VI. On traite en-
suite plus sommairement le cas d’une poutre a` composante non line´aire et celui d’un
gong. Pour les calculs on utilise la me´thode EHMAN et le logiciel e´le´ments finis
Eve, pre´sente´ au chapitre pre´ce´dent. On montre quelques caracte´ristiques du com-
portement non line´aire des structures conside´re´es, en particulier des bifurcations de
modes et des re´sonances internes ou super-harmoniques.
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V.1 Introduction
Dans ce chapitre, on pre´sente les re´sultats de simulation de la re´ponse libre ou force´e pour
diffe´rentes structures. Les cas traite´s sont les suivants :
• une poutre droite bi-encastre´e
• une poutre a` composante non line´aire
• un gong
Toutes les simulations sont re´alise´es avec Eve, en utilisant la me´thode EHMAN. On rappelle que




qj cos jΩt , s(t) =
H−1∑
j=0
sj cos jΩt (V.1)
pour une excitation λF cos Ωt. Les parame`tres importants pour le calcul sont donc l’amplitude
de la force, λF , sa pulsation Ω et H, le nombre d’harmoniques1. A cela s’ajoutent les divers
parame`tres pour la MAN (ordre des se´ries etc ...). Cette dernie`re permet d’effectuer le suivi des
branches de solutions, par continuation sur le parame`tre Ω. On s’inte´ressera principalement aux
grandeurs suivantes :
• les de´placements “harmoniques” aux noeuds, qj, fonctions de Ω
• les de´placements “complets”, q(t,Ω), construits en utilisant (V.1), en particulier ceux en




• les de´forme´es de la structure, en fonction de Ω
Sauf mention contraire, on gardera ces notations pour les trois exemples a` suivre. On notera
e´galement ωk la k−ie`me pulsation propre line´aire de la structure e´tudie´e. Pour finir, on rappelle
que, comme explique´ au chapitre IV, pour obtenir la re´ponse libre et les “modes non line´aires”
on simule la re´ponse force´e pour une amplitude d’excitation tre`s faible. Au cours de ce chapitre,
on parlera de “mode” sans qualificatif pour de´signer le mode propre line´aire, ou sa de´forme´e
modale, et on pre´cisera “mode non line´aire” le cas e´che´ant.
V.2 E´tude d’une poutre encastre´e-encastre´e
On revient dans cette partie sur l’exemple d’une poutre encastre´e a` ses deux extre´mite´s,
pre´ce´demment aborde´ au §IV.4.2, ou` les re´sultats sont compare´s avec ceux de Ribeiro et Pe-
tyt (1999c). La structure e´tudie´e ici est celle sur laquelle nous avons mene´ une campagne
d’essais expe´rimentaux, pre´sente´e au chapitre VI. Il s’agit d’un poutre mince en aluminium
(E = .7e11Pa, ν = 0.33, ρ = 2762.4kg.m−3), de longueur 60cm, de largeur 3cm et d’e´paisseur
2 mm. Une photo et un sche´ma du montage sont donne´s sur la figure VI.1 du chapitre suivant.
On simule avec Eve et la me´thode EHMAN la re´ponse libre puis force´e de la structure soumise
a` une excitation harmonique selon l’axe x3, en flexion. Pour diminuer les temps de calcul, on
1attention : il est important de noter qu’un de´veloppement a` l’ordre H signifie qu’on inclue dans (V.1) tous les
termes jusqu’au cos ((H − 1)Ωt) mais pas les cosHΩt
94Chapitre V. Simulation nume´rique de la re´ponse force´e de structures minces : quelques exemples
utilise la syme´trie de la poutre et seule la moitie´ de la structure est maille´e, avec 40 e´le´ments
DKQ ou DKQ-EH. De manie`re similaire a` ce qui est fait expe´rimentalement, la force est appli-
que´e a` 5cm du bord gauche de la poutre et les re´sultats mesure´s a` 37 cm de ce meˆme bord. Les
valeurs des premie`res fre´quences propres line´aires sont rappele´es dans le tableau V.1.
fre´q.(Hz) 28.98 80.04 157.39 261.30 351.08 392.51 451.79 551.92 704.31
puls.(rad/s) 182.11 502.92 988.93 1641.83 2205.93 2466.23 2838.72 3467.82 4425.36
ωk/ω1 1 2.76 5.43 9.01 12.11 13.54 15.59 19.04 24.30
Tableau V.1 - Premie`res fre´quences et pulsations propres de la poutre bi-encastre´e
V.2.1 Calcul de la re´ponse libre
On s’inte´resse ici a` la re´ponse libre a` proximite´ des trois premie`res fre´quences propres li-
ne´aires.
V.2.1.a Premier mode non line´aire
Pour H variant de 2 a` 8, partant d’un Ω proche de la premie`re pulsation propre, on “suit” la
branche correspondant au mode non line´aire. Les re´sultats sont repre´sente´s sur la figure V.1 ou`
est trace´ le rapport q0
h
, h e´tant l’e´paisseur de la poutre, en fonction de Ω
ω1
. La figure V.1(a) montre
qu’il est ne´cessaire d’aller jusqu’a` H = 4 pour que la solution ne de´pende plus de H, meˆme pour
des amplitudes importantes. Cela signifie qu’il est ne´cessaire d’inclure les termes en cos 3Ωt , ce
qui est cohe´rent pour un mode`le de poutre comportant des non line´arite´s cubiques. Cependant,
H = 3 donne des re´sultats corrects jusqu’a` une amplitude de l’ordre de 2.5 fois l’e´paisseur,
tandis que H = 2 est tre`s rapidement insuffisant. A noter que, quelque soit H, tous les qk pour
k pair sont identiquement nuls, ce qui s’explique par la syme´trie du proble`me. Mais malgre´ cela,
la prise en compte des termes pairs reste importante : en effet, les contraintes sont elles aussi
de´veloppe´es en se´ries, et les sk pairs ne sont pas nuls, ce qui justifie par exemple la diffe´rence
entre les de´placements pourH = 2 etH = 3. Les de´forme´es2 de la poutre sont repre´sente´es figure
V.2(a), en diffe´rents points de la branche principale. On remarque que la structure vibre3 sur un
mode 1 pour de faibles amplitudes puis e´volue vers un mode 3. Ceci s’explique par l’importance
croissante prise par l’harmonique 3 relativement a` la 1 lorsque l’amplitude augmente, comme
l’illustrent les figures V.1(b) et V.2(b).
2Pour faciliter la lisibilite´ des de´forme´es, les valeurs selon x3 sont amplifie´es et ce ne sont donc que des ordres
de grandeur relatifs. Cette remarque est valable pour toutes les de´forme´es pre´sente´es dans cette partie.
3Par “vibrer sur le mode i” on entend que la de´forme´e de la structure est similaire a` la de´forme´e modale du
i-e`me mode line´aire. Dans la suite de cette partie, en particulier pour la re´ponse force´e, par abus de langage on
parlera donc parfois de vibration sur tel ou tel mode plutoˆt que de“deforme´e ayant la forme de la de´forme´e´ modale
de tel ou tel mode line´aire”
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Harmonique 1  
Harmonique 3  
Ω/ω1
(b)
Figure V.1 - Re´ponse libre de la poutre bi-encastre´e - (a) : q0/h pour H variant de 2 a` 5 - (b) : q
1/h
et q3/h pour H=5
(a) (b)
Figure V.2 - Re´ponse libre de la poutre bi-encastre´e autour de ω1 - De´forme´es releve´es pour diverses
valeurs de la fre´quence, en C, D et E (voir les points sur la figure V.1), pour H=5 - (a) : q0/h - (b) :
q1/h et q3/h .
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Ensuite, l’utilisation d’un mode`le plus “riche” permet de voir de nouvelles branches de solu-
tions. En effet, lorsque H est supe´rieur a` 6, la solution bifurque pour l’abscisse 1.11 (figure V.3).
Cette valeur correspond a` une pulsation de 202 rad/s soit environ ω35 . Il s’agit d’une re´sonance
interne 1 : 5 entre le mode 1 et le mode 3. Le point de bifurcation correspond au de´marrage de
l’harmonique 5, au de´triment de l’harmonique 1 (figure V.3(b)). Quand a` l’harmonique 3 elle
est ne´gligeable (q3 ≈ 0). Le phe´nome`ne est bien visible lorsqu’on observe les de´forme´es (figure





























Figure V.3 - Re´ponse libre de la poutre bi-encastre´e autour de ω1 - (a) : q0/h pour H variant de 5 a` 8,
bifurcation - (b) q1/h et q5/h correspondants, pour H = 5.
V.4(a)) avant (A) et apre`s le point de bifurcation, sur la branche principale (B) ou sur la branche
bifurque´e (F et G) : on passe d’un mode 1 a` un mode 3, a` cause de l’apparition du terme q5
qui e´tait nul sur la branche principale. On remarque e´galement une nouvelle bifurcation entre
F et G, a` l’abscisse 1.119 puis q0 s’annule en 1.08. Sur cette dernie`re partie, l’harmonique 1
est nulle et seule reste la 5, avec une de´forme´e de la forme uniquement d’un mode 3 (figure
V.4(b)). Or l’abscisse 1.08 correspond a` Ω = 197.8rad/s, soit une vibration de l’harmonique 5
a` 5Ω = 989rad/s ≈ ω3. Au final on est donc en mesure d’interpre´ter chacune des branches :
la fondamentale, contenant les points A et B, correspond au mode non line´aire 1, la branche
bifurque´e contenant le point G au 3 et celle contenant le point F est une branche de liaison entre
ces deux modes.














Figure V.4 - Re´ponse libre de la poutre bi-encastre´e autour de ω1 - De´forme´es releve´es pour diverses
valeurs de la fre´quence, en A, B, F et G (voir les points sur la figure V.3), pour H=8 - (a) q0/h en A(),
B(+), F(⊳) et G(o)- (b) q1/h en F (o), G (⊲) et q5/h en F () et G (×) .
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V.2.1.b Deuxie`me et troisie`me modes non line´aires
Des re´sultats similaires sont obtenus pour les re´sonances a` proximite´ de ω2, figure V.5, et
ω3, figure V.7. En ce qui concerne le nombre d’harmoniques, 5 sont suffisantes pour obtenir la


































Figure V.5 - Re´ponse libre de la poutre bi-encastre´e a` proximite´ de ω2 - (a) q0/h pour H=2,3,5,6,8,9 -
(b) q1/h et q3/h, pour H=8.






Figure V.6 - Re´ponse libre de la poutre bi-encastre´e a` proximite´ de ω2 - De´forme´es correspondant a` la
figure V.5 pour H=8 en A(*), B(o) et C()
branche principales mais 8 sont ne´cessaires pour acce`der a` une nouvelle branche. Pour le mode
2, on observe une bifurcation a` l’abscisse 3.01, valeur correspondant a` 13ω4. Il s’agit encore d’une
re´sonance interne, cette fois du type 1 : 3, entre le mode 2 et le mode 4, visible sur les de´forme´es.
Plus pre´cise´ment, le passage de A vers B correspond a` l’augmentation de l’harmonique 3 au
de´triment de la premie`re, (voir la figure V.6) avec des de´forme´es e´voluant d’un mode 2 vers un
mode 4. Le passage de B vers C implique la baisse de l’harmonique 3, tandis que l’harmonique 1
est nulle, avec une vibration sur un mode 4 uniquement. La` encore on retrouve une situation e´qui-
valente a` celle obtenue au paragraphe pre´ce´dent, pour le premier mode non line´aire : la branche
contenant A correspond au mode non line´aire 2, celle contenant C au mode non line´aire 4, tandis
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Figure V.7 - Re´ponse libre de la poutre bi-encastre´e a` proximite´ de ω3 - (a) q0/h a` proximite´ de ω3
pour H=3,5,6,8 (b) De´forme´es pour H=6 en A (×), B(⊳) et C().
que celle contenant B est une branche de liaison entre ces deux modes. De meˆme, l’abscisse ou`
la branche “C” s’annule correspond a` Ω = 547.25rad/s, soit une vibration de l’harmonique 3
correspondant exactement a` la pulsation propre du mode 4 : 3× 547.25 = 1641.75 ≈ ω3.
Enfin, pour le mode 3, on obtient une re´sonance 1 : 2 entre le mode 3 et le mode 6, au point
d’abscisse 6.7 (soit pour 12ω6), qui se traduit par une e´volution des de´forme´es d’un mode 3 vers
un mode 6. On observe e´galement une seconde bifurcation (passage de B vers C), pour Ω/ω1 = 7,
qui correspond a` l’annulation de l’harmonique 1, la 3 restant seule. On note e´galement une bi-
furcation pour l’abscisse 6.1, mais nous n’avons pas pu identifier son origine (on ne parvient pas
a` aller assez loin sur la branche a` cause de limitations dues au calculateur).
V.2.2 Calcul de la re´ponse force´e harmonique
On s’inte´resse maintenant au calcul de la re´ponse force´e, sur une plage de fre´quence englobant
les trois premiers modes. Le diagramme obtenu, q0/h en fonction de Ω/ω1, pour Ω variant de 0
a` 1200 rad/s est pre´sente´ sur la figure V.8, pour une amplitude de la force d’excitation de 1N. Il
s’agit de la superposition de plusieurs continuations, a` partir de conditions initiales diffe´rentes. La
couleur des branches indique le nombre d’harmoniques inclues pour les obtenir4 : rouge, H = 8,
noir, H = 6, magenta, H = 4 et bleu, H = 3. En fait, la plupart des branches ont e´te´ construites
avec H = 8 ou H = 6 mais pour franchir certaines bifurcations, le nombre d’harmoniques a
e´te´ re´duit, en prenant garde toutefois a` ce que les re´sultats restent inde´pendants de H sur la
branche fondamentale.
On distingue deux situations ; d’une part les branches de solutions dans les zones de re´so-
nances principales, autour des modes 1 a` 3 (voir les “zooms” autour de ceux-ci sur les figures
4Ce code de couleur est conserve´ pour toutes les courbes amplitude-fre´quence de ce paragraphe
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Figure V.8 - Poutre bi-encastre´e, re´ponse force´e - q0/h en fonction de la pulsation d’excitation
V.10 et V.11), avec des bifurcations, lie´es a` celles des modes non line´aires de´crites au §V.2.1, et
note´es RIi sur les figures. D’autre part des branches correspondant a` des re´sonances secondaires,
en particulier telles que la valeur de la pulsation d’excitation soit du type Ω = ωi
p
, p e´tant un
entier. Ces dernie`res sont note´es Bi sur les figures. Les comportements d’un Bi ou d’un RIi
a` l’autre e´tant assez similaires, on ne de´taillera pas tous les cas, dont les caracte´ristiques sont
re´sume´es dans le tableau V.2.
Conside´rons dans un premier temps le cas d’une bifurcation du type Bi. Soit donc la branche
qui de´marre en Ω = 329.7 rad/s, note´e B3(2) et B3(3) sur la figure V.9(a). En ce point, on a
Ω ≈ ω33 . Une deuxie`me branche de´marre ensuite en Ω = 362 rad/s≈ ω56 . La de´forme´e (figure
V.9(c)), initialement domine´e par le mode 2, e´volue vers un mode 3 apre`s la premie`re bifurcation,
qui co¨ıncide avec le de´marrage de l’harmonique 3, puis vers un mode 5 apre`s la seconde, ou` l’har-
monique 7 devient pre´ponde´rante (figure V.9(b)). Ces deux cas correspondent a` des re´sonances
super-harmoniques.
On s’inte´resse maintenant a` la re´ponse a` proximite´ des ωi,i=1...3. On trace | q0h | en fonction
de la pulsation, a` proximite´ de chacun de ces modes (figures V.10(a), V.11(c) et V.10(b)).
On superpose e´galement a` ces re´sultats ceux obtenus a` faible amplitude d’excitation (re´sultats
du §V.2.1), repre´sentant les modes non line´aires. Les branches B5 a` B9 correspondent a` des
re´sonances secondaires similaires a` B3 de´crit ci-dessus, on ne reviendra donc pas sur ces cas.
Pour le reste, on constate dans un premier temps que, comme attendu, la re´ponse force´e “suit”
le mode non line´aire, qui constitue une ossature de celle-ci. En conse´quence, on retrouve les
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Figure V.9 - Re´ponse force´e de la poutre bi-encastre´e dans la zone B3 de la figure V.8 - (a) q0/h -
(b) Harmoniques : q1/h (⊲), q3/h (*), q5/h (+) et q7/h (o) (les autres e´tant nulles) - (c) De´forme´es
correspondantes pour Ω < 330rad/s (▽), 330 < Ω < 362rad/s (*) et Ω > 362rad/s, (⋄).
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pulsation de Ω/ω1 type de re´sonance
bifurcation (Ω en rad/s)
B1 36 0.20 superharmonique,
ω1
5
B2 60.8 0.33 superharmonique,
ω1
3
B3(1) 328.3 1.8 superharmonique,
ω4
5
B3(2) 329.7 1.81 superharmonique,
ω3
3
B3(3) 362 1.99 superharmonique,
ω5
6
B4 822 4.51 superharmonique,
ω4
2
B5 167.6 0.92 superharmonique,
ω2
3
B6 494 2.71 superharmonique,
ω3
2
B7 1098 6.03 ? ?
B8 1156 6.35 ? ?
B9 1242 6.82 ? ?
RI1 198.5 et 201.4 1.09 et 1.106 re´sonance interne 1 : 5 entre les modes 1 et 3
RI2 entre 546 et 601 3-3.3 re´sonance interne 1 : 3 entre les modes 2 et 4
RI3 1209-1216 6.64-6.68 re´sonance interne 1 : 2 entre les modes 3 et 6
Tableau V.2 - Caracte´ristiques des zones de bifurcation identifie´es sur les figure V.8 et V.10.































Figure V.10 - Re´ponse force´e de la poutre bi-encastre´e. | q0
h
| en fonction de la pulsation d’excitation, a`
proximite´ des modes (a) : 1 (b) : 3. (- -) : mode non line´aire, (–) re´ponse force´e pour H=6 ou 8, ( . ),
re´ponse force´e pour H=4
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meˆmes bifurcations sur la re´ponse force´e, correspondant aux re´sonances internes (note´es RI1..3)
de´crites au §V.2.1. Pour chacun des trois cas, on est dans une situation du type Ω ≈ ωi ≈ ωj/p,
p un entier. Selon la fre´quence conside´re´e, le mouvement est domine´ par un mode lorsqu’on est
sur la branche fondamentale ou une combinaison de modes pour les branches bifurque´es. Les
figures V.12 (a` proximite´ de ω1), V.13 (ω2) et V.14 (ω3) donnent l’e´volution des de´forme´es lors du
passage de bifurcations correspondant a` des re´sonances internes ainsi que celles des harmoniques
non nulles.
Nous allons maintenant pre´ciser ces points en de´taillant le cas de la re´ponse autour du mode
2. Conside´rons donc les figures V.11(a),(b) et (c). La premie`re reprend la figure V.5(a), en
ajoutant la partie syme´trique du mode, non trace´e auparavant. On a e´galement distingue´ sur la
courbe les parties correspondant au mode 1 (traits pleins), au mode 3 (pointille´s) et a` la jonction
entre les deux (points) (voir les explications a` ce sujet au §V.2.1). Sur (b) on trace la re´ponse
force´e, q0/h en fonction de Ω/ω1, comple´te´e par le mode non line´aire (V.11(a)) en pointille´s, en
distinguant les zones correspondant aux modes et a` leurs liaisons. Enfin, V.11(c) est identique
a` V.11(b) si ce n’est qu’on trace maintenant la valeur absolue de q0/h ; ceci pour obtenir une
repre´sentation plus classique, plus“parlante”, de la re´sonance. Sur ces deux dernie`res courbes, on
observe bien que la re´ponse force´e est “guide´e” par les branches de la re´ponse libre et suit entre
autres les meˆmes bifurcations. Tout comme pour le mode non line´aire, on obtient des branches
correspondant au mode 2, d’autres au mode 4 et certaines a` la jonction entre les deux. Pour
pre´ciser cela, on de´finit un certains nombre de points et de branches. A, C et D sont des points
de bifurcations. On note E1 la branche BA, E2 la branche AD dans le sens des Ω de´croissants,
E3 la branche allant de l’abscisse 0 a` celle du point D et E4 la branche partant du point C pour
Ω croissant. La re´union des Ei constitue la branche fondamentale, sur laquelle la re´ponse est
domine´e par le mode 2. On note e´galement F1 la branche “verticale” passant par A en direction
de C et F2 la branche DA, pour les Ω croissants.
Dans la zone d’abscisse 3-3.2, on a Ω ≈ ω2 ≈ ω4/3, ce qui correspond a` une re´sonance interne
1 : 3 entre les modes 2 et 4 (voir la courbe V.5). En A, deux branches se coupent, F1 et la
fondamentale. On repre´sente sur la figure V.13(a) l’e´volution des de´forme´es lors du passage
d’une branche a` l’autre, avec ici la transition de E1 a` F1, via A, puis de F1 a` E4 par la boucle C.
Sur la fondamentale, E1, le mouvement est domine´ par la de´forme´e du deuxie`me mode line´aire.
Le passage de A se traduit par l’apparition puis la prise d’importance croissante du mode 4,
qui va ensuite diminuer a` l’approche de C pour disparaitre et conduire a` nouveau au mode 2
sur E4. L’apparition de la re´sonance interne correspond au de´marrage de l’harmonique 3 (voir
figure V.13(b)), dont la de´forme´e correspond a` un mode 4 (figure V.15), tandis que celle de
l’harmonique 1 est un mode 2. Ensuite en fonction de l’importance relative de l’une par rapport
a` l’autre, le mouvement est guide´ par le mode 2, le 4 ou les deux a` la fois.
En re´sume´ : les branches Ei correspondent a` un mode non line´aire 2 (traits pleins sur la figure
V.5(b)). La branche F1 relie le mode non line´aire 2 au 4 (trait-point sur V.5(b)). F2 est divise´e
en deux sections : une branche de liaison du mode non line´aire 2 au 4 ( pointille´s sur la figure
V.5(b)) et une partie correspondant au mode non line´aire 4 (++).
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Figure V.11 - Poutre bi-encastre´e - (a) Mode non line´aire 2, reprise de la courbe V.5(a) pour H=8 - (b)
Re´ponse autour de ω2 :
q0
h
, (· · · ) : mode non line´aire ; re´ponse force´e : (-) sur la fondamentale (mode 2),
(++) mode 4, (- -) liaison 2-4, ( . ) liaison 4-2 - (c) | q0
h
|, (- -) : mode non line´aire, (–) re´ponse force´e
pour H=6 ou 8, ( . ), re´ponse force´e pour H=4.
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Harmonique 5 Harmonique 3
(b)
Figure V.12 - Re´ponse force´e de la poutre bi-encastre´e a` proximite´ de ω1 - (a) De´forme´es sur la branche
AB (++), passage de la bifurcation B (o), sur BC () et apre`s C (▽) - (b) Harmoniques correspondant
a` cette branche : q1/h, q3/h, q5/h (les autres e´tant nulles)
























Figure V.13 - Re´ponse force´e de la poutre bi-encastre´e a` proximite´ de ω2 - (a) De´forme´es sur la branche
E1 (*), passage de la bifurcation A (▽), sur F1 (), passage de C (o), sur E4 (+) - (b) Harmoniques
correspondant a` ces branches : q1/h et q3/h (les autres e´tant nulles)
V.2. E´tude d’une poutre encastre´e-encastre´e 105


























Figure V.14 - Re´ponse force´e de la poutre bi-encastre´e a` proximite´ de ω3 - (a) De´forme´es avant le
point A (++), passage de A (), apre`s A (o) - (b) Harmoniques correspondantes : q1/h, q3/h, q5/h


































0.05 Harmonique 1 
Harmonique 3 
(b)
Figure V.15 - Re´ponse force´e de la poutre bi-encastre´e a` proximite´ de ω2, harmoniques 1 (q
1/h) et 3
(q3/h) - (a) De´forme´es sur la branche fondamentale E1 - (b) De´forme´es sur F1.
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V.2.3 Bilan des simulations sur la poutre
Les simulations pre´sente´es ci-dessus concernent uniquement une plage de fre´quences englo-
bant les trois premiers modes. Que ce soit pour la re´ponse libre ou force´e, on y observe des
sce´nari complique´s, avec des de´placements de´pendant fortement de la fre´quence d’excitation, et
de nombreuses bifurcations. Parmi celles-ci on a identifie´ des re´sonances super-harmoniques et
internes, conduisant a` des interaction entre les modes. On observe e´galement que les re´sonances
principales se font autour des modes non line´aires, qui constituent une partie de l’ossature de
la re´ponse force´e. Bien suˆr ces re´sultats restent limite´s par l’absence d’une e´tude de la stabilite´
des solutions obtenues. A noter e´galement que l’e´tude est comple´te´e au chapitre VI, par la prise
en compte d’un de´faut ge´ome´trique et d’une pre´contrainte et la comparaison avec des re´sultats
expe´rimentaux.
En plus de ces constatations, ces simulations nous permettent e´galement de tirer quelques conclu-
sions pratiques quant a` l’utilisation de l’e´quilibrage harmonique, essentiellement sur le choix du
nombre de termes a` retenir dans les de´veloppements. En effet, H joue un double roˆle ; d’une
part son augmentation permet bien entendu d’ame´liorer la qualite´ de la solution et d’autre part
conduit au passage ou non de bifurcations, en fonction des harmoniques prises en compte. En ce
qui concerne le premier point, sur l’exemple de la poutre, H = 4 semble suffisant pour obtenir la
branche fondamentale. Ensuite lorsqu’on enrichit le mode`le au dela` de cette valeur, on obtient
de nouvelles branches de solutions, correspondant a` des re´sonances secondaires, en accord avec
ce qui est dit au §III.2.1 : pour voir une re´sonance superharmonique d’ordre p, il est ne´cessaire
d’inclure tous les termes jusqu’a` pΩ. La variation du nombre H est donc un moyen pratique
pour passer ou non sur une branche secondaire, a` condition de rester prudent en gardant un
mode`le suffisament riche pour ne pas modifier les re´sultats. A noter que graˆce a` une ame´lioration
re´cente de la MAN, les bifurcations peuvent eˆtre franchies facilement et le passage d’une branche
a` l’autre est plus aise´ a` piloter. Cela nous permettra donc a` l’avenir d’obtenir toutes les branches
sans faire varier le H.
V.3 E´tude d’une poutre a` composante non-line´aire
V.3.1 Pre´sentation du proble`me
On conside`re ici une poutre avec non line´arite´ localise´e, qui correspond a` la mode´lisation
d’un des ”benchmark”propose´ par le COST F3“Dynamique des structures”, (voir F3 (2003)). Le
montage expe´rimental se trouve a` l’e´cole centrale de Lyon, et les informations relatives sont dis-
ponibles a` l’adresse suivante : http ://www.ulg.ac.be/ltas-vis/costf3/WGroups/WG3/wg3.htm.
L’objectif de ce cas test e´tait d’e´tudier diverses me´thodes d’identification de parame`tres non
line´aires. Les principaux re´sultats ont e´te´ publie´ dans Kas (2001).
Le syste`me est constitue´ d’une poutre principale, encastre´e a` une extre´mite´ et se prolongeant
de l’autre coˆte´ par une lame mince encastre´e, ce qui induit un comportement non line´aire ge´o-
me´trique lorsque les amplitudes de de´placement sont importantes. Tous les e´le´ments sont en
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acier (E = 2.1e11Pa, ν = 0.3, ρ = 7800kg.m−3), et les dimensions sont donne´es sur la figure




























Figure V.16 - Montage expe´rimental et sche´ma de la poutre a` composante non line´aire
(a) (b)
Figure V.17 - Poutre a` composante non line´aire : de´forme´es modales (mode 1 :29Hz, mode 2 : 158 Hz)
et DKQ-EH, avec H = 4. Un premier calcul line´aire donne les fre´quences et modes propres
line´aires, dont les deux premiers sont repre´sente´s figure V.17.
V.3.2 Calcul de la re´ponse force´e et prise en compte du poids propre
On s’inte´resse maintenant a` la re´ponse force´e pour une excitation harmonique, f = fext cos Ωt,
applique´e en xp = 6.3cm du bord gauche et pour fext = 1N . La re´ponse est mesure´e en trois
points, note´s a, b et c, d’abscisses respectives 0.22m, 0.42m et 0.605m, relativement au bord
gauche et on note h l’e´paisseur de la lame mince. Les re´sultats sont donne´s figure V.18. Les
deux re´ponses s’incurvent vers la droite, et correspondent donc a` un comportement raidissant,
ce qui est conforme aux constations expe´rimentales pre´sente´es au cours du COST. En revanche,
d’apre`s ces meˆme e´tudes et en de´saccord avec la the´orie et nos re´sultats, le mode 2 est cense´
eˆtre faiblement mollissant. Nous avons vu, (A), sur l’exemple du syste`me a` deux ressorts qu’un
comportement mollissant e´tait duˆ a` la pre´sence de termes quadratiques dans le mode`le. Celle
d’un de´faut de forme pourrait donc expliquer l’apparition de ces termes. On pre´sente ci-dessous
la re´ponse obtenue lorsqu’on introduit un de´faut initial duˆ au poids propre de la structure. La
configuration initiale de celle-ci est donne´e figure V.19(a). On introduit e´galement un facteur η,
donnant l’amplitude du de´faut initial, et tel que η = 1 corresponde au poids propre seul. Ensuite
on calcule la re´ponse autour du mode 2 pour diverses valeurs de ce parame`tre, allant de 0 a`
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Figure V.18 - Poutre a` composante non line´aire - Re´ponse force´e autour des modes 1 et 2, valeurs
prises aux points a, b et c
6. L’amplitude des de´placements selon x3, divise´e par l’e´paisseur de la lame mince, est trace´e
en fonction du rapport Ω/ω1 sur la figure V.19(b). On constate que le mode 2 reste raidissant
pour η = 1. Par contre, a` partir de η = 3, la re´ponse est mollissante au moins pour de faibles
amplitudes. Ensuite lorsque l’amplitude augmente, on retrouve un comportement raidissant :
l’effet du de´faut n’est plus sensible. On remarque cependant un de´calage en fre´quence (de l’ordre
de 1% pour η = 3), duˆ aux termes L∗1 et L
∗
2 de (II.40). Pour pre´ciser les ordres de grandeur,
le de´placement maximal duˆ au poids propre vaut 0.26mm, et donc 0.78mm pour η = 3. Un
de´placement de cet ordre parait tout a` fait re´aliste et pourrait donc expliquer le comportement
mollissant du mode 2, non pre´vu par un mode`le “parfait”.
Pour conclure sur cet exemple, il est ne´cessaire de garder a` l’esprit que le mode`le est limite´ par
(a)



















Figure V.19 - Poutre a` composante non line´aire - (a) : Configuration parfaite et configuration avec
de´faut de forme duˆ au poids propre - (b) : Re´ponse force´e pour diffe´rentes amplitudes du de´faut
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certaines hypothe`ses, en particulier l’absence d’amortissement. Il paraˆıt donc plus re´aliste de
dire que le poids propre, ou un e´ventuel de´faut ge´ome´trique, est un e´le´ment expliquant l’aspect
mollissant du mode 2, parmi une combinaison d’autres effets non aborde´s ici (des conditions aux
limites imparfaites par exemple).
V.4 Re´ponse d’un gong
Le dernier exemple conside´re´ dans ce chapitre est inspire´ du cas traite´ par Thomas (2001),
avec lequel nous avons eu l’occasion de collaborer. Il s’agit d’un gong circulaire, en bronze
(E = 120e9 Pa, ν = 0.3, ρ = 8420 kg.m−3) dont la ge´ome´trie et les dimensions sont donne´s
figure V.20. L’inte´reˆt de cet exemple est de sortir du cas des plaques rectangulaires traite´ jusqu’a`
pre´sent, en appliquant notre outil a` une structure plus complexe, une coque avec un rebord en
l’occurence.




30 mm épaisseur : 2 mm 
Figure V.20 - Ge´ome´trie et dimensions du gong
qu’elles sont assez proches les unes des autres et qu’il existe des relation de re´sonance internes
entre certaines (f8 = 6f1, f2 + f3 ≈ f5 . . . ). Au vu des re´sultats obtenus sur le cas relativement
plus simple de la poutre, on imagine facilement les scenari complique´s qu’on va obtenir sur le
gong. Celui-ci ne´cessiterait une e´tude comple`te, avec un traitement syste´matique des premiers
modes. Ce n’est pas notre objectif ici et nous avons choisi ici de conside´rer simplement f2 et
f5, de manie`re arbitraire ; les de´forme´es modale correspondantes sont donne´es figure V.21. On
fre´q.(Hz) 48.07 (2) 67.3 120.4 (2) 142.57 (2) 190.1 (2) 223.37 274.8 288 (2) 295 (2)
Tableau V.3 - Quelques fre´quences propres du gong - (2) signifie qu’il s’agit d’une fre´quence double.
calcule donc la re´ponse force´e a` proximite´ de ces deux fre´quences, en utilisant Eve et l’EHMAN,
avec un maillage de 152 e´le´ments de plaques (DKQ et DKT ou DKQ EH et DKT EH). On
applique au gong une force de 4N a` 13 cm de son centre. La re´ponse force´e, obtenue avec H = 5,
a` proximite´ de f2 et f5 est donne´e respectivement sur les figure V.22(a) et (b). On comple`te
ceci en trac¸ant les harmonique 0 a` 4 sur V.23. On constate donc que la re´ponse est raidissante
autour de ω2, a` la diffe´rence de celle autour de ω5 qui est mollissante. On retrouve, comme
pour la poutre des scenari complique´s avec de nombreuses bifurcations qui apparaissent, et qui
co¨ıncident avec le de´marrage d’harmoniques supe´rieures. A noter e´galement que cette fois les
harmoniques paires ne sont pas nulles (voir la figure V.23), en particulier q2 qui est du meˆme
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(a) (b)
Figure V.21 - De´forme´es modales du gong - (a) f2=67.3 Hz - (b) f5= 190.1 Hz.


















Figure V.22 - Re´ponse force´e du gong, q0/h en fonction de Ω/ω2 : (- -) modes non line´aires (-) re´ponse
force´e - (a) A` proximite´ de ω1 - (b) Vers ω2















Figure V.23 - Re´ponse force´e du gong, harmoniques, (bleu,o) : q0/h, (noir,+) : q0/h, (rouge, ) :
q2/h, (magenta, ⊳) : q3/h, (vert, ×) : q4/h - (a) A` proximite´ de ω1 - (b) Vers ω2
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ordre de grandeur que q1. On ne de´taillera pas plus ce cas. On peut cependant conclure en
observant la proximite´ des modes line´aires et le nombre de bifurcations qui apparaissent sur
les deux exemples ci-dessus que le comportement risque d’eˆtre perturbe´ et probablement pas
pe´riodique mais chaotique, conforme´ment aux re´sultats expe´rimentaux montre´es dans Thomas
(2001).
L’apport principal de cet exemple est de montrer que notre outil nume´rique fonctionne aussi
pour des cas plus ge´ne´raux qu’une plaque plane et syme´trique. On y retrouve, en plus complexe,
les situations observe´es sur la poutre : courbure de la re´ponse et nombreuses bifurcations. Ce cas
permet aussi d’illustrer une des limites de notre code, qui pour des maillages trop fins et H supe´-
rieur a` 4 ne parvient pas a` poursuivre la continuation suffisamment loin (d’ou` certaines branches
de bifurcation tronque´es sur V.22). Ce proble`me est duˆ a` des lacunes dans la de´sallocation de
me´moire lie´es au fortran 90, mais devrait eˆtre re´solu a` l’avenir en optimisant correctement notre
code.
V.5 Bilan du chapitre
Ce chapitre e´tait destine´ a` illustre le comportement non line´aire de quelques structures
particulie`res, en simulant leur re´ponse par application de la me´thode EHMAN et de l’outil
nume´rique de´veloppe´ dans Eve.
Pour ce qui est de l’outil nume´rique, il s’est ave´re´ robuste, assez simple a` piloter et capable de
traiter divers types de structures. Il permet d’effectuer des simulations en incluant un “grand”
nombre d’harmoniques, jusqu’a` 8 dans les exemples traite´s, et d’obtenir des diagrammes de
re´ponse assez complets, incluant les branches bifurque´es. Cependant, les simulations montrent
qu’il est limite´ de`s que la taille des syste`mes devient trop importante, c’est a` dire de`s qu’on
augmente H ou la finesse du maillage. Ce proble`me pourra eˆtre re´solu facilement a` l’avenir en
optimisant mieux le code.
En ce qui concerne les re´sultats proprement dit, seul le cas de la poutre a e´te´ de´taille´. On
a simule´ les re´ponses libres, les “modes non line´aires”, et force´es a` proximite´ de quelques fre´-
quences propres line´aires pour une excitation pe´riodique mono-harmonique. On montre la forte
de´pendance des re´ponses vis a` vis de la pulsation d’excitation, avec des zones ou` plusieurs solu-
tions sont possibles. On observe e´galement des phe´nome`nes de re´sonances internes sur les modes
non line´aires. Ces dernie`res se traduisent par l’apparition de branches de bifurcation, reliant un
mode non line´aire a` l’autre, conduisant a` des changements de comportement visibles notamment
sur les de´forme´es de la structure. Ces modes non line´aires constituent e´galement l’ossature de
la re´ponse force´e et en conse´quence, celle-ci subit aussi les effets des re´sonances internes, avec
des interactions entre les diffe´rents modes. On observe e´galement sur cette meˆme re´ponse for-
ce´e plusieurs branches de bifurcation correspondant a` des re´sonances super-harmoniques. Pour
terminer, on illustre e´galement l’influence d’un de´faut de forme sur la poutre a` composante non
line´aire, ce dernier ayant un effet “adoucissant” sur la re´ponse.
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Pour la poutre encastre´e-encastre´e, ces re´sultats de simulations constituent une base inte´res-
sante en vue des comparaisons avec les re´sultats des essais pre´sente´s au chapitre suivant. On
reste cependant limite´ par l’absence d’une e´tude de stabilite´ des diffe´rentes branches, ainsi que
d’un mode`le d’amortissement, perspectives a` re´aliser pour comple´ter notre outil nume´rique.
CHAPITRE VI
Observation expe´rimentale de la
re´ponse force´e de structures minces
C e chapitre est consacre´ a` l’e´tude expe´rimentale de la re´ponse force´e destructures minces, soumises a` une excitation mono-harmonique sinuso¨ı-
dale.
Apre`s quelques remarques d’ordre ge´ne´ral sur l’observation du comportement non
line´aire, on de´crit le premier dispositif, une poutre bi-encastre´e ainsi que les essais,
leurs re´sultats et les proble`mes rencontre´s au cours de ceux-ci. On propose ensuite
des re´sultats de simulations, avec prise en compte d’un de´faut de forme et/ou d’une
pre´contrainte, permettant de recaler les valeurs nume´riques et expe´rimentales. Pour
terminer, on de´crit le second banc d’essai, dont la conception et l’exploitation e´tait
notre principal objectif, de´die´ a` l’e´tude d’une plaque mince encastre´e sur ses quatre
coˆte´s et pouvant eˆtre pre´contrainte.
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VI.1 Introduction
Ce chapitre traite de l’e´tude expe´rimentale de structures minces, soumises a` une excitation
harmonique, dont les caracte´ristiques conduisent a` un comportement non line´aire. Il s’agit donc
d’observer les phe´nome`nes de´crits au chapitre I et simule´s au chapitre V.
Parmi les e´tudes expe´rimentales similaires pre´ce´demment re´alise´es, on peut citer celles deWhite
(1971), Bennouna et White (1984) et Chen et al. (1996), qui e´tudient les effets des grandes
amplitudes de vibration sur les de´formations d’une poutre. Thomas (2001), s’inte´resse aux vi-
brations force´e d’un gong, et met en e´vidence la transition du re´gime pe´riodique au re´gime
chaotique. Le meˆme genre de phe´nome`ne est observe´ par Lacarbonara (1997) sur une poutre
en flambement, bi-encastre´e. Enfin, une approche plus ge´ne´rale de l’e´tude expe´rimentale des
phe´nome`nes non line´aires est propose´e par Virgin (2000) ouWorden (1996). Le cas des vibra-
tions sinuso¨ıdales est e´galement aborde´ dans Lalanne (1999), avec une pre´sentation ge´ne´rale
des me´thodes d’analyses pour ce type d’essais.
L’inte´reˆt principal d’une e´tude expe´rimentale est qu’elle implique une approche diffe´rente du pro-
ble`me, relativement a` la mode´lisation nume´rique, et donc une nouvelle vision, ne´cessairement
plus re´elle, des phe´nome`nes et de leurs origines. Cela permet entre autres soit une validation
soit un recalage du mode`le, voire une ame´lioration de celui-ci par la prise en compte de nou-
veaux parame`tres. Re´ciproquement, le mode`le nume´rique est lui aussi fondamental, d’une part
parce que la mise en place d’essais n’est pas toujours possible, mais aussi comme une aide a` la
conception de bancs d’essai et a` l’orientation des recherches expe´rimentales.
Comme e´voque´ en introduction ge´ne´rale, on s’inte´resse aux phe´nome`nes de bifurcation et d’in-
teraction de modes, et c’est la possibilite´ de les observer qui a motive´e la mise en place d’essais.
Notre principal objectif e´tait donc de concevoir et d’exploiter un banc adapte´ a` ce besoin, de´-
die´ a` l’e´tude d’une plaque mince, entie`rement encastre´e et pouvant eˆtre pre´contrainte, afin de
pouvoir modifier les fre´quences propres et d’e´ventuellement les rendre commensurables. Comme
nous le verrons, le choix de conditions aux limites d’encastrement complique singulie`rement la
conception et l’e´tude expe´rimentale. Cependant, ce cas est le plus repre´sentatif de l’utilisation
courante de structures minces, c’est pourquoi nous l’avons choisi.
Ce banc a bien e´te´ conc¸u mais l’exploitation n’a pas re´ellement commence´e. En paralle`le, une
premie`re e´tude a e´te´ mene´e sur un montage pre´existant, une poutre bi-encastre´e, en attendant
la disponibilite´ du banc de plaque et en vue de pre´parer les essais sur celui-ci.
Apre`s cette introduction, comple´te´e par quelques remarques pre´liminaires sur l’observation ex-
pe´rimentale de la re´ponse force´e, on commence par de´crire le dispositif expe´rimental utilise´ pour
l’e´tude de la poutre. Les re´sultats de la campagne d’essais sont ensuite pre´sente´s et on en de´duit
un mode ope´ratoire qui sera applique´ a` l’e´tude de la plaque, dont le dispositif est de´crit a` la fin
de ce chapitre.
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VI.2 Remarques pre´liminaires concernant l’observation expe´ri-
mentale du comportement non line´aire
On souhaite observer le comportement vibratoire non line´aire de structures minces, lie´ a`
leur ge´ome´trie. On est donc amene´ a` se poser, entre autres, les questions suivantes : comment
exhiber l’influence des non line´arite´s ge´ome´triques ? Que va t’on re´ellement voir et est-ce que les
phe´nome`nes observe´s sont bien des conse´quences de ces non line´arite´s ?
Le choix de l’excitation est un premier point de´terminant. Pour la pre´sente e´tude, on s’inte´resse
a` la re´ponse force´e a` une excitation sinuso¨ıdale, caracte´rise´e par son amplitude et sa pulsa-
tion. L’inte´reˆt d’un telle excitation est qu’elle assez facilement pilotable, par le biais des deux
parame`tres de controˆle que sont l’amplitude et la pulsation de l’excitation, et donc aise´ment
reproductible. De plus elle permet d’observer bon nombres de phe´nome`nes typiquement non
line´aires, comme l’ont montre´es les simulations pre´sente´es au chapitre pre´ce´dent. En paralle`le,
on utilisera e´galement une excitation type “bruit blanc”, consistant a` envoyer un signal ale´atoire
au contenu fre´quentiel constant sur la bande de fre´quences conside´re´e, qui fournit un moyen
simple et rapide pour obtenir le spectre line´aire de la structure, e´tape initiale indispensable de
toute e´tude.
Au cours des chapitres pre´ce´dents, et en particulier lors des simulations, on s’est limite´, avec
l’utilisation de la me´thode de l’e´quilibrage harmonique, a` la recherche de solutions pe´riodiques
ou quasi-pe´riodiques. Ces simulations nous apportent de´ja` un premier e´clairage sur ce que nous
sommes susceptible d’observer : de´pendance de l’amplitude de la re´ponse vis a` vis de la fre´quence,
sauts, apparition d’harmoniques ... Cependant l’e´tude des syste`mes dynamiques (Guckenhei-
mer et Holmes (1983), Seydel (1994)) montre que d’autres re´gimes sont possibles. En effet,
la re´ponse de´pend de certains parame`tres, dont l’e´volution conduit a` des changements de com-
portements, des bifurcations. Dans notre cas, la re´ponse force´e a` une excitation harmonique, ces
parame`tres sont la pulsation et l’amplitude de l’excitation impose´e. En fonction des valeurs de
ces derniers, le re´gime peut eˆtre line´aire, avec une re´ponse pe´riodique de meˆme pulsation que
l’excitation (par exemple pour de tre`s faibles amplitudes d’excitation), non line´aire pe´riodique
ou quasi-pe´riodique (re´ponse multi-harmonique mais telle que les fre´quences implique´es soient
commensurables), ou chaotique (re´gime ape´riodique, sensible aux conditions initiales). Expe´ri-
mentalement, tous ces cas sont observables, a` conditions que la re´ponse soit stable et que les
conditions initiales menant a` cette re´ponse soient accessibles (notion de bassin d’attraction). On
n’entrera pas plus dans les de´tails de ces notions lie´es aux syste`mes dynamiques, domaine qui
sort largement du cadre de notre e´tude. A titre d’exemple plus concret, une transition vers le
chaos est notamment observe´e pour le cas d’un gong dans le manuscrit de the`se de Thomas
(2001), lorsqu’on augmente l’amplitude d’excitation a` pulsation fixe´e. De meˆme Lacarbonara
(1997) rele`ve une perte de pe´riodicite´ et des solutions chaotiques, lors de l’e´tude d’une poutre,
a` amplitude d’excitation fixe´e et pour une fre´quence variable.
Concre`tement, pour les essais il est surtout important d’avoir une ide´e du type de re´ponse qu’on
est susceptible d’obtenir. Ensuite une e´tude the´orique plus pousse´e pourra eˆtre mene´e en fonc-
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tion des re´sultats.
En conclusion de ce paragraphe et en re´ponses aux questions pose´es au de´but de celui-ci, pour
observer le comportement non line´aire d’une structure mince, on choisit de lui appliquer une
excitation pe´riodique-harmonique, caracte´rise´e par son amplitude et sa pulsation, qui seront
les parame`tres de controˆle de la re´ponse. Les re´sultats des simulations du chapitre V et des
remarques ge´ne´rales issues de l’e´tude the´orique des syste`mes dynamiques, nous permettent de
conclure que les principales manifestations d’un comportement non line´aire seront :
• des phe´nome`nes d’hyste´re´sis (sauts) lors de balayage en fre´quence,
• l’apparition d’harmoniques dans la re´ponse,
• des changements de re´gime e´ventuels (pe´riodique, pseudo-pe´riodique, chaotique) en fonc-
tion des valeurs des parame`tres de controˆle.
Au cours des essais on s’inte´ressera donc aux valeurs des de´placements dans la direction d’exci-
tation, a` leur pe´riodicite´ et a` leur contenu harmonique. De plus, on restera e´galement attentif
a` l’influence e´ventuelle d’autres parame`tres “parasites” tels que la tempe´rature ambiante, un
de´faut de forme ou encore d’autres non line´arite´s lie´es au montage, telles que des conditons aux
limites imparfaites, ou a` l’excitation.
VI.3 Dispositif expe´rimental pour l’e´tude d’une poutre bi-encastre´e
Cette partie est de´die´e a` la description du banc d’essai utilise´ pour l’e´tude d’une poutre
bi-encastre´e. L’objectif principal est bien entendu l’e´tude du comportement non line´aire de la
structure mais e´galement la de´finition d’un mode ope´ratoire “efficace”. Il s’agit en fait de mettre
a` jour tous les e´ventuels proble`mes, de choisir les appareils les plus adapte´s etc..., le tout en vue
de la conception et de l’utilisation du banc d’essai “plaque”. On s’attardera donc sur les points
de´terminants pour le bon de´roulement des essais, notamment le choix de l’excitation ou encore
la re´alisation des conditions aux limites.
VI.3.1 La structure
La structure e´tudie´e est une poutre droite en aluminium de section rectangulaire et dont les
dimensions sont donne´es sur la figure VI.1, avec un rapport e´paisseur/largeur tre`s petit, 1/300,
conduisant, a priori, a` un comportement non line´aire. Aucune e´tude n’a e´te´ mene´e pour de´ter-
miner les caracte´ristiques mate´riau de la structure ; pour les simulations on se basera donc sur
les valeurs re´fe´rences de l’aluminium, donne´es dans la litte´rature : E entre 69000 et 74000 MPa
et ν = 0.33. Quand a` la masse volumique, obtenue en pesant la poutre, elle vaut 2760kg.m−3. La
structure est excite´e perpendiculairement a` sa ligne moyenne, selon la direction z de la figure et
dispose´e “verticalement” afin de s’affranchir autant que possible de l’influence du poids propre.
Le point d’excitation est situe´ a` 5 cm du bord gauche. Enfin, elle est encastre´e a` ses deux extre´-
mite´s, par serrage entre deux cales, maintenues par des vis. Le baˆti, en aluminium lui aussi, est
pose´ sur un bloc de be´ton. Les deux extre´mite´s, ou` est encastre´e la poutre, sont mobiles dans le
plan xz.
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Figure VI.1 - Poutre droite bi-encastre´e, (a) dispositif expe´rimental - (b) dimensions
gnement des mords. Plus pre´cise´ment, si les deux coˆte´s du montage ne sont pas parfaitement
syme´triques, (figure VI.2(b)) on risque d’introduire un de´faut ou une pre´contrainte dans la struc-
ture et en conse´quence de modifier son comportement. Pour ce qui concerne le serrage, la poutre
doit eˆtre suffisamment maintenue pour empeˆcher un glissement, mais pas trop pour e´viter un
e´crasement qui modifierait l’encastrement vers un appui simple.
VI.3.2 Syste`me d’excitation
Pour chaque essai, on souhaite appliquer a` la structure une excitation sinuso¨ıdale, mono-
harmonique d’amplitude et de pulsation fixe´es. On s’inte´resse aux premiers modes de la structure
et la plage de fre´quences utiles est donc situe´e entre 0 et quelques centaines de Hertz. Quant a`
l’amplitude, elle doit pouvoir prendre des valeurs suffisamment faibles pour conduire au re´gime
line´aire et re´ciproquement assez e´leve´es pour amener un comportement pseudo pe´riodique ou
chaotique (conduisant a` des amplitudes de vibrations allant de quelques dixie`mes de l’e´paisseur
a` 2 ou 3 fois celle-ci). Ces derniers points sont importants car il n’est pas facile de trouver une
alimentation capable de fournir une bande d’amplitude aussi large, sans rencontrer des proble`mes
de saturation ou autre. La gamme de fre´quence ne pose en revanche pas de proble`me.
Nous avons essaye´ diffe´rents syste`mes, en commenc¸ant par ceux disponibles au laboratoire, a`







Figure VI.2 - Mise en place de la structure, encastrement et positionnement des mords - (b) vue dans
le plan xz.
savoir un ve´rin hydraulique et un pot vibrant. Ensuite, a` l’instar de ce qui est fait dans Chen
et al. (1996), un syste`me d’excitation sans contact, constitue´ d’une bobine et d’un aimant a e´te´
utilise´.
VI.3.2.a Essais non concluants ...
Le ve´rin hydraulique permet d’appliquer l’excitation directement sur le baˆti, mais a rapide-
ment e´te´ abandonne´ car on ne pouvait obtenir une amplitude suffisamment faible pour avoir une
re´ponse line´aire.
Plusieurs essais ont e´te´ re´alise´ avec deux types de pot vibrant (BK 4809 et 4810). Le pot est
alimente´ (via un amplificateur BK 2706) par un courant sinuso¨ıdal et relie´ a` la structure par
une tige horizontale, visse´e sur une masse colle´e a` la poutre. L’extre´mite´ de la tige est e´galement
e´quipe´e d’une teˆte d’impe´dance (BK 8001), fournissant une mesure de la force impose´e. La plu-
part du temps, la valeur de la force applique´e ne respecte pas la consigne fournie et contient des
harmoniques. Il semble qu’il y ait interaction entre la structure et l’excitateur. Ce phe´nome`ne
peut s’expliquer par un mauvais positionnement de la tige, pas parfaitement perpendiculaire
au plan moyen de la structure et conduisant donc a` des efforts transverses parasites. De plus
la masse ajoute´e (teˆte d’impe´dance, tige et masse colle´e) a une influence non ne´gligeable sur le
comportement, et notamment sur les valeurs des fre´quences propres. En bref ce syste`me est diffi-
cile a` mettre en place et a` piloter correctement et introduit, a` cause du contact avec la structure
excite´e, des vibrations parasites et a donc e´te´ abandonne´ au profit du syste`me pre´sente´ ci-apre`s.
VI.3.2.b Syste`me d’excitation sans contact
Au final nous avons utilise´ un excitateur e´lectro-magne´tique, constitue´ d’une bobine et d’un
aimant. La bobine, (Me´calectro 8.M17.02.73 12Vcc), est alimente´e par un courant sinuso¨ıdale,
et cre´e un champ magne´tique dans lequel est plonge´ l’aimant, colle´ a` la structure, ce qui induit
une force dans ce dernier, et permet de faire vibrer la poutre. Le dispositif est repre´sente´ figure
VI.3. Ce syste`me posse`de l’avantage d’eˆtre sans contact ce qui implique aussi qu’on ne dispose











Figure VI.3 - Dispositif d’excitation sans contact : bobine-aimant (photo et sche´ma)
pas d’informations directes concernant la force exerce´e sur la structure. Il est donc ne´cessaire
d’e´talonner le dispositif, d’une part afin de de´terminer la relation entre la tension aux bornes de
la bobine, ou l’intensite´ d’entre´e, et la force re´sultante, et d’autre part pour connaˆıtre la position
optimale de la bobine par rapport a` l’aimant, et obtenir une force d’amplitude maximale, si
possible stationnaire.
Les re´sultats pre´sente´s en annexe C montrent que l’amplitude de la force de´pend de x, distance
entre le centre de gravite´ de l’aimant et la bobine et est maximale pour x = 0, c’est a` dire lorsque
le milieu de l’aimant est aligne´ avec le bord de la bobine. De meˆme c’est autour de cette position
que les variations de la force sont les plus faibles. Pour l’aimant (diame`tre 5mm, longueur 10mm)
utilise´ lors des essais pre´sente´s ci-apre`s, on obtient une relation line´aire entre la force F et la
tension aux bornes de la bobine, F = 0.18U , ne de´pendant pas de la pulsation d’excitation (voir
la figure VI.4) Ceci n’est cependant qu’une approximation, et donne une estimation de la force




















Figure VI.4 - E´talonnage du syste`me bobine-aimant, force applique´e a` l’aimant en fonction de la tension
aux bornes de la bobine pour diffe´rentes fre´quences d’excitation.
re´ellement applique´e a` la structure. En effet, a` partir d’une certaine amplitude la relation force-
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tension peut devenir non line´aire. De meˆme, la force varie lentement avec la pulsation, pour la
plage conside´re´e dans l’e´tude, du fait de la dissipation par e´chauffement de la bobine.
VI.3.3 Syste`mes de mesure
On dispose de deux syste`mes de mesure, tous deux sans contact, un capteur optique (“MTI-
2000 Fotonic sensor”) fournissant le de´placement transverse en un point de la structure, et un
vibrome`tre laser, compose´ d’une “teˆte” (“scanning head Politec OFV 303), e´mettrice du faisceau
laser en direction de la structure, et d’un boˆıtier de controˆle (OFV-3001) ou` sont re´cupe´re´s les
signaux de sortie (de´placements et vitesses).
Ces syste`mes posse`dent l’avantage d’eˆtre comple`tement inde´pendants du banc d’essai et donc de
ne pas interfe´rer avec la structure. L’utilisation de deux appareils parait redondante mais permet
en fait d’obtenir pour un meˆme essai des mesures en deux points diffe´rents. C’est e´galement un
bon moyen de s’assurer de l’inde´pendance des re´sultats vis a` vis de l’appareil de mesure.
VI.3.4 Traitement, controˆle et visualisation des signaux
Les signaux a` traiter sont les sorties du laser (de´placements et vitesse), celles du capteur
optique (de´placement), et la source, i.e. le courant fourni a` la bobine ou la tension aux bornes
de celle-ci. Tous sont collecte´s sur une chaˆıne d’acquisition, HP 35650, relie´e a` un PC, e´quipe´
d’un logiciel disposant de tous les outils classiques de traitement du signal. En plus de cet
appareil, on utilise un de´modulateur synchrone, “Stanford SR830, DSP lock-in amplifier”. Il
permet d’isoler dans un signal la partie correspondant a` une fre´quence re´fe´rence et a` ses multiples,
par “de´modulation synchrone”. Concre`tement, si le signal d’entre´e est celui fournit par le capteur
optique ou le laser, on peut donc lire directement l’amplitude et la phase de chaque harmonique,
la pulsation d’excitation servant de re´fe´rence. L’appareil sert e´galement de source pour le signal
d’entre´e et fournit un sinus mono-harmonique a` pulsation et amplitude fixe´, transmis a` la bobine
via un amplificateur B2100 MK1. Le Stanford pre´sente l’avantage d’eˆtre tre`s facilement pilotable,
notamment graˆce au re´glage de l’amplitude et de la pulsation par des potentiome`tres, avec la
possibilite´ de pas tre`s petits (1mHz en fre´quence, 2mVrms en amplitude).Un oscilloscope permet
e´galement de visualiser le signal d’entre´e de la bobine, essentiellement pour controˆler sa stabilite´.
On utilise aussi une sonde thermique pour relever la tempe´rature lors des divers essais.
Le montage complet utilise´ pour les essais sinus est donne´ figure VI.5.
VI.4 Essais sur la poutre
VI.4.1 Description des essais
Notre objectif est de caracte´riser le comportement vibratoire de la poutre. Pour obtenir
le spectre line´aire de celle-ci, on utilise une excitation ale´atoire large bande, un bruit blanc,
signal fourni par la chaˆıne HP. La mesure de la re´ponse en fre´quence (en pratique, moyenne
sur une trentaine d’acquisitions) conduit classiquement aux valeurs des fre´quences propres. Le


















Figure VI.5 - Montage expe´rimental, pour entre´e de type sinus
bruit blanc permet de controˆler l’e´tat de la structure, et de ve´rifier l’e´volution de ses fre´quences
propres, cense´es rester constantes, ce qui n’est pas toujours le cas comme nous le verrons plus
loin.
Pour observer la re´ponse non line´aire proprement dite, une excitation sinuso¨ıdale, caracte´rise´e
par sa fre´quence f et son amplitude note´e A, est fournie a` la bobine par le Stanford. Pour les
essais de´crits ci-apre`s, on travaille a` amplitude constante en effectuant un balayage en fre´quence
autour de la re´sonance conside´re´e. Le mode ope´ratoire pre´cis est le suivant : on fixe A au de´but
de l’essai, et on incre´mente re´gulie`rement, toutes les 30s, f de 0.02 Hz. Ensuite tout les 0.1 Hz
on lance l’acquisition des de´placements fournis par le capteur optique et des vitesses donne´es par
le laser. On rele`ve les amplitudes1 des harmoniques 1, 2 et 3 ainsi que le de´phasage relativement
a` l’excitation. Pour chaque acquisition, on note e´galement la tension exacte aux bornes de la
bobine et la tempe´rature ambiante a` proximite´ de la structure. Apre`s une premie`re e´tape de
monte´e, les meˆme ope´rations sont re´pe´te´es pour les fre´quences de´croissantes, afin d’obtenir la
courbe comple`te.
Au final, un essai complet se de´compose en cinq phases, deux balayages en sinus, une monte´e et
une descente, alterne´s avec des bruits blancs avant et apre`s chaque phase sinus et dure environ
cinq heures. A noter qu’avant chaque essai, un balayage rapide est effectue´ pour repe´rer les
sauts, montant et descendant, en utilisant par exemple un oscilloscope pour visualiser la re´ponse
temporelle.
Le tableau VI.1 re´sume les caracte´ristiques des six essais dont les re´sultats sont commente´s ci-
1par “amplitude”, on entend la valeur absolue du maximum du signal temporel
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apre`s. Les cinq premiers essais concernent la re´sonance autour du mode 1, avec une amplitude
conduisant au re´gime line´aire (essai 0) et trois autres a` une re´ponse non line´aire (essais 1 a` 3) ;
le cinquie`me (essai 4) montre la re´sonance autour du mode 2. L’essai 5 est presque identique
a` l’essai 1, mais conduit a` des re´sultats “perturbe´s” sur lesquels nous reviendrons au §VI.4.4.
Les valeurs de la force d’entre´e sont celles obtenues en utilisant la courbe VI.4, avec un rapport
force-tension e´gale a` 0.18.
nom A(N) Saut montant (Hz) Saut descendant (Hz) Tempe´rature (˚ )
Essai 0 0.032 line´aire : pas de saut 23±0.1
Essai 1 0.12 29.1 28.5 21±0.1
Essai 2 0.18 28.94 28.4 20.8±0.1
Essai 3 0.35 28.80 27.67 21.2±0.2
Essai 4 0.32 79.7 79.3 20.9±0.1
Essai 5 0.12 29.5 29.1 21.1±0.2
Tableau VI.1 - Caracte´ristiques des essais
VI.4.2 Re´sultats et commentaires
Le tableau VI.2 donne les valeurs des fre´quences propres pour les diffe´rents cas. Pour les







avec µk = 4.73, 7.853, 10.996 pour k = 1, 2, 3 et E le module d’Young, ρ la masse volumique, I
le moment d’inertie quadratique, L la longueur et S la surface de la section droite de la poutre.
On donne dans le tableau les valeurs obtenues par cette formule et avec Eve, pour E variant
entre 0.69e11 et 0.74e11 Pa. On ne s’attarde pas pour l’instant sur les e´carts de valeurs d’un
essai a` l’autre, ce point sera aborde´ un peu plus loin (§VI.4.3).
Le premier essai, pour une amplitude d’excitation tre`s faible, conduit a` une re´ponse line´aire,
pre´sente´e figure VI.6. Les harmoniques 2 et 3 sont quasiment nulles (de l’ordre de 10−5 fois
l’e´paisseur) et n’ont pas e´te´ repre´sente´es. La re´ponse pre´sente un pic a` la re´sonance, et la phase
passe de 0 a` −π, toujours autour de la fre´quence de re´sonance. A noter que le re´gime line´aire
est assez difficile a` obtenir, et comme en te´moigne l’instabilite´ de la re´ponse dans la zone de
re´sonance, la cas pre´sente´ ci-dessus n’est pas parfaitement line´aire.
La re´ponse pour des amplitudes plus importantes, essais 1 a` 3, est repre´sente´e figure VI.7 pour
l’amplitude et la phase de l’harmonique 1, et figure VI.8 pour les harmoniques 2 et 3. Les indices
“m” et “d” repe`rent respectivement les phases de monte´e (balayage croissant en fre´quence) et de
descente des essais. Cette fois, pour des amplitudes d’excitation plus importantes, on obtient
les caracte´ristiques non line´aires attendues. On remarque que pour des amplitudes de vibrations
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nom f1 (Hz) f2 (Hz) f3 (Hz)
Essai 0 31.4 83.2 160.4
Essai 1 28.4 79 156
Essai 2 28.2 78.7 155.5
Essai 3 27.5 78 155
Essai 4 27.8 (28.3) 78.3 (78.9) 154.9 (155.4)
Essai 5 28.1 (29.5) 78.2 (80.75) 155.25 (157.5)
Simulations (Eve) 28.8-29.8 79.5-82.3 156.2-161.8
Geradin (1993) 28.5 - 29.6 78.7-81.5 154.3-159.8
Tableau VI.2 - Fre´quences propres releve´es pour chaque essai, en utilisant une excitation bruit blanc.
Valeurs releve´es avant application de l’excitation sinus. Lorsque les valeurs obtenues a` la fin de l’essai
sont sensiblement diffe´rentes, elles sont indique´es entre parenthe`ses.







































Figure VI.6 - Harmonique 1 de la re´ponse de la poutre en re´gime line´aire - (a) rapport de´place-
ment/e´paisseur en fonction de la fre´quence d’excitation - (b) de´phasage par rapport a` l’excitation
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Figure VI.7 - Harmonique 1 de la re´ponse de la poutre pour diffe´rentes amplitudes d’excitation (voir le
tableau VI.1 pour les caracte´ristiques pre´cises des essais) - (a) rapport de´placement/e´paisseur en fonction
de la fre´quence d’excitation - (b) de´phasage par rapport a` l’excitation























































Figure VI.8 - Harmoniques 2 et 3 (a) rapport de´placement/e´paisseur en fonction de la fre´quence d’ex-
citation - (b) de´phasage par rapport a` l’excitation
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de l’ordre de 1/5 de l’e´paisseur, le comportement est de´ja` non line´aire. On observe des hyste´re´sis
sur l’amplitude et la phase de la re´ponse, avec des sauts d’une branche d’e´quilibre a` l’autre.
Selon le sens de balayage, la re´ponse est diffe´rente. En revanche la troisie`me solution d’e´quilibre
pre´vue par la the´orie et les simulations n’est jamais atteinte, dans la mesure ou` elle est instable.
Bien qu’elles soient plus perturbe´es, les meˆmes phe´nome`nes sont observe´s sur les harmoniques
2 et 3. Cependant leur amplitude reste assez faible et il faudrait augmenter encore fortement
l’excitation pour voir des harmoniques du meˆme ordre de grandeur que la fondamentale. On
remarque e´galement que l’harmonique 2 n’est pas nulle, en contradiction avec l’hypothe`se d’une
structure parfaitement plane. Ceci peut indiquer la pre´sence d’un de´faut de forme ou d’une
pre´contrainte.
Pour terminer, la figure VI.9 donne l’amplitude et la phase de l’harmonique 1 de la re´ponse
autour du mode 2, les harmoniques 2 et 3 e´tant repre´sente´es figure VI.10. Le comportement est
similaire a` celui du mode 1.






































Figure VI.9 - Harmonique 1 de la re´ponse de la poutre autour du mode 2 - (a) rapport de´place-
ment/e´paisseur en fonction de la fre´quence d’excitation - (b) de´phasage par rapport a` l’excitation
VI.4.3 Variation des fre´quences propres
Les essais pre´sente´s ci-dessus conduisent a` des re´sultats assez satisfaisants, et nous ont permis
de mettre en valeur un comportement non line´aire de la poutre en re´gime force´ conforme a` nos
attentes. Cependant, ces essais sont le fruit d’un mode ope´ratoire pre´cis, de´crit au §VI.4.1, mis
en place apre`s plusieurs tentatives vaines mais riches en informations qui a` de´faut de re´soudre
les proble`mes ont au moins permis de les identifier. Nous avons notamment observe´ deux effets
inattendus ou tout au moins inde´sirables, perturbant les mesures et qui ne sont pas des conse´-
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Figure VI.10 - Harmoniques 2 et 3 du mode 2 (a) rapport de´placement/e´paisseur en fonction de la
fre´quence d’excitation - (b) de´phasage par rapport a` l’excitation
quences directes des non line´arite´s ge´ome´triques : d’une part des variations dans les valeurs des
fre´quences propres et d’autre part une instabilite´ de la re´ponse a` amplitude et fre´quence d’ex-
citation constante. On discute dans ce paragraphe et le suivant de ces deux effets et de leurs
e´ventuelles origines ainsi que des solutions propose´es pour les e´viter.
Conside´rons les re´sultats du tableau VI.2 ; les valeurs obtenues pour les essais 1 a` 4 sont correctes
et proches des simulations. Par contre, les essais 0 et 5 pre´sentent un e´cart de plusieurs Hertz
avec les autres. Ceci est repre´sentatif d’un fait que nous avons observe´ a` plusieurs reprises, sur
des cas non pre´sente´s ici, a` savoir que les fre´quences propres varient relativement aux valeurs
simule´es, d’un essai a` l’autre et parfois meˆme au cours d’un meˆme essai, entre la phase de monte´e
et de descente. C’est notamment le cas pour l’essai 5, ou f1 vaut 28,1 Hz avant la monte´e, 29.5
Hz juste apre`s et 28.4 Hz apre`s la descente.
Nous aborderons le cas des variations au cours d’un meˆme essai a` la fin de ce paragraphe.
Conside´rons tout d’abord les deux autres situations ; l’e´cart vis a` vis des valeurs “the´oriques”
ne peut s’expliquer que par une mauvaise mode´lisation de la re´alite´ expe´rimentale, quant aux
diffe´rences entre les essais, elles proviennent ne´cessairement d’une modification des conditions
expe´rimentales. Pour expliquer l’un ou l’autre de ces deux cas, nous avons distingue´ cinq causes
possibles : la masse ajoute´e par l’aimant, des erreurs sur les constantes du mate´riau (essentiel-
lement le module d’Young), des conditions aux limites imparfaites, un de´faut de forme initial et
l’influence de la tempe´rature.
A propos du premier point, des essais au marteau a` chocs avec ou sans aimant ne montrent pas
de diffe´rences significatives. Quand au module d’Young, la plage des valeurs possibles pour l’alu-
minium entraine une variation de 1Hz environ sur les fre´quences propres, ce qui est insuffisant
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pour expliquer les e´carts. Quoiqu’il en soit ce dernier point peut facilement eˆtre corrige´ et le
mode`le recale´.
Concernant les conditions aux limites, deux points sont a` conside´rer : d’une part la re´alisation de
l’encastrement et d’autre part le positionnement des mords. En effet, un encastrement imparfait
(glissement ou e´crasement), tendant plutoˆt vers une liaison appui simple, conduira a` une dimi-
nution des fre´quences propres, ce qui semble eˆtre le cas des essais 1 a` 4, ou` les fre´quences sont
plus faibles que les valeurs the´oriques. De meˆme, comme nous l’avons explique´ plus haut (§VI.3),
un mauvais positionnement des mords conduit a` un de´placement impose´ sur les bords et a` une
pre´contrainte dans la structure, modifiant ainsi ses fre´quences propres et son comportement.
La structure re´elle n’est pas ne´cessairement parfaite et peut pre´senter une le´ge`re de´formation
initiale. De meˆme, au fil des essais, ou des manipulation elle peut se de´former de manie`re irrever-
sible. Hors, on a montre´ qu’un de´faut de forme, d’une amplitude de 0.5 mm pouvait entraˆıner un
de´calage des fre´quences propres de plusieurs Hertz (voir les re´sultats des simulations au §VI.4.5).
Passons maintenant aux effets des variations de tempe´rature ambiante. Le banc est compose´ de
quatre parties : le socle en be´ton, le baˆti, les mords et la structure. Dans la mesure ou` ils ne
sont pas faits du meˆme mate´riau, un diffe´rentiel entre les de´placements de chaque e´le´ment peut
intervenir a` long terme. Cela conduit d’une part a` une de´formation de la poutre (fle`che) et a`
l’apparition d’une pre´contrainte (en compression pour une augmentation de tempe´rature). Nous
reviendrons sur ces effets au §VI.4.5.
Il est difficile d’affirmer, a` travers les diffe´rents cas pathologiques que nous avons observe´s, que les
variations de tempe´rature ambiante ont un effet sensible. Quoiqu’il en soit, une manie`re simple
de s’en affranchir est de de´monter et remonter la structure avant chaque essai et d’essayer de
travailler dans un environnement ou` la tempe´rature reste assez stable. D’ailleurs, les meilleurs
re´sultats (essais 1 a` 4) ont e´te´ obtenus pour des essais re´alise´s la nuit.
Finalement, on peut facilement s’affranchir du de´calage des fre´quences d’un essai a` l’autre, tout
simplement en repre´sentant les re´sultats non pas en fonction de la fre´quence mais en fonction
du rapport de celle-ci a` la premie`re fre´quence propre. Ainsi les re´ponses obtenues restent com-
parables.
La variation des fre´quences propres au cours d’un meˆme essai est beaucoup plus geˆnante : en
effet, cela signifie que la structure change au cours du balayage et que les phases de monte´e et
de descente ne sont plus vraiment comparables. Pour expliquer cela, les effets de variation de
tempe´rature ambiante sont a` exclure : il suffit d’observer le cas de l’essai 5 ou` la tempe´rature est
quasiment constante. Par contre, une variation locale de tempe´rature peut avoir un impact. Une
expe´rience simple et rapide confirme ce point : il suffit d’approcher une lampe de la structure
pour observer une augmentation des fre´quences propres de plusieurs Hertz tre`s rapidement. Hors,
pour des amplitudes d’excitation importantes, la bobine chauffe, et ce de plus en plus lorsque
la fre´quence augmente, en conse´quence de quoi les fre´quences propres avant et apre`s l’essai sont
diffe´rentes.
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VI.4.4 Fluctuation de la re´ponse
Le deuxie`me proble`me observe´ concerne l’instabilite´ de la re´ponse. En effet, pour une exci-
tation d’amplitude et de pulsation fixe´e, le signal met du temps a` atteindre une valeur a` peu
pre`s constante. On observe en fait a` la fois une de´rive lente de celui-ci et des oscillations ra-
pides de sa valeur maximale. Le passage d’un re´gime pe´riodique a` un comportement chaotique
peut expliquer cette situation. Cependant, au vu des faibles amplitudes d’excitation des essais
pre´sente´s cela parait peu probable. De plus, pour les essais 1 et 5 l’amplitude d’excitation est
la meˆme mais l’un est instable et perturbe´ et l’autre non (voir la figure VI.11), ce qui nous
a oriente´ plutoˆt vers une erreur de mode ope´ratoire. En fait, lors des premiers essais, nous ne
respections pas un temps d’attente assez long entre les incre´ments, permettant d’atteindre le





























Figure VI.11 - Harmonique 1 de la re´ponse force´e, comparaison des essais 1 et 5
sauts, la tailles des pas en fre´quences doit eˆtre petite, pour e´viter de perturber trop violemment
le syste`me. Le respect de ces deux points nous a permis de conside´rablement ame´liorer la qualite´
de nos re´sultats. D’ailleurs, la taille des pas et le temps d’attente sont les principales diffe´rences
entre les essai 1 et 5, ce qui confirme nos dires.
Pour terminer, la non stationnarite´ de la force d’excitation peut e´galement eˆtre mise en ques-
tion ; en effet, la force risque de de´croˆıtre en fonction de la fre´quence, a` cause des pertes de
puissance par dissipation, due a` l’e´chauffement de la bobine. Cependant ceci est valable pour
des amplitudes d’excitation importantes, et pour les essais pre´sente´s plus haut, la force reste
relativement stable (variations de quelques millivolts au cours de l’essai).
VI.4.5 Comparaison avec les simulations
On conside`re a` nouveau dans cette partie le mode`le de´crit au §V.2, afin de comparer les si-
mulations aux re´sultats expe´rimentaux. On e´tudie ensuite les effets d’un de´faut de forme initial
de la structure, puis ceux d’une pre´contrainte, en vue de recaler les simulations sur les essais.
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Les donne´es sont celles de l’essai 3. La superposition des re´sultats est pre´sente´e sur la figure
VI.12. L’amplitude de la force pour les simulations est de 0.3N, au lieu des 0.32 N pre´vus en























































Figure VI.12 - Comparaison des re´sultats expe´rimentaux et simule´s pour l’essai 3 (a) harmonique 1 (b)
harmonique 3
utilisant le coefficient obtenu par e´talonnage de la bobine. Ce faible e´cart s’explique soit par un
positionnement de la bobine imparfait, d’ou` un coefficient k plus faible (0.16 en l’occurence),
soit par l’absence d’amortissement dans le mode`le.
Pour cet essai, les fre´quences propres sont infe´rieures a` celles obtenues en simulation (tableau
VI.2). En ce qui concerne la re´ponse force´e, les re´sultats nume´riques et expe´rimentaux sont assez
proches (apre`s adimensionnement de la fre´quence), bien que la re´ponse expe´rimentale soit moins
rigide (moins incurve´e). De plus, en simulation sur la poutre parfaite, l’harmonique 2 est nulle,
ce qui n’est pas le cas pour les essais.
Nous avons montre´ au chapitres II et V, qu’un de´faut de forme et/ou une pre´contrainte im-
pliquaient la pre´sence de termes quadratiques dans le mode`le, conduisant a` l’apparition d’har-
monique deux et a` un assouplissement de la re´ponse. De meˆme, nous avons e´voque´ dans ce
chapitre l’influence que pouvaient avoir les variations de tempe´rature, la ge´ome´trie imparfaite
de la structure ou encore un mauvais positionnement des mords, tous ces points conduisant au
final a` un de´faut ou une pre´contrainte. C’est pourquoi nous avons essaye´ de recaler le mode`le
sur les re´sultats expe´rimentaux en introduisant l’un, l’autre ou ces deux parame`tres. A chaque
fois, deux effets sont conside´re´s : celui sur le positionnement des fre´quences propres puis celui
sur la re´ponse force´e.
VI.4.5.a De´faut ge´ome´trique
On suppose ici que la poutre e´tudie´e n’est pas parfaitement plane, ce qui est assez re´aliste, soit
d’origine, soit suite aux manipulations qu’elle a subit. On e´tudie l’effet sur le comportement de la
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structure de trois de´fauts de formes diffe´rents, repre´sente´s figure VI.13. Le premier (note´ d1) est
la de´forme´e obtenue en statique apre`s application d’une force selon z au meˆme point d’excitation
que pour les essais sinus. Le deuxie`me, (d2), a la forme du premier mode line´aire et enfin le dernier
(d3) est le re´sultat d’un de´placement impose´ du mord droit dans la direction z, correspondant
a` une mise en place imparfaite des mords et donc de la structure. Les valeurs des fre´quences














Figure VI.13 - De´fauts ge´ome´triques (h :e´paisseur)
propres pour ces diffe´rents de´fauts sont consigne´es dans le tableau VI.3, η repre´sente l’amplitude
du de´placement maximal selon z, relativement a` la position parfaite. d1 et d2 conduisent a` une
η de´faut 1 η de´faut 2 η de´faut 3
(mm) f1(Hz) f2(Hz) f3(Hz) (mm) f1(Hz) f2(Hz) f3(Hz) (mm) f1(Hz) f2(Hz) f3(Hz)
0.4 29.54 80.4 157.4 0.4 29.81 80 157.5 1 29 80.2 157.4
0.6 30.1 80.7 157.4 0.5 30.27 80 157.5 2 29 80.6 157.4
1.6 35.9 85.5 157.5 1 33.8 80 158 5 29 91.9 157.3
Tableau VI.3 - Influence d’un de´faut de forme sur les premie`res fre´quences propres
augmentation de f1, et laissent f2 et f3 a` peu pre`s constantes. d3 ne joue que sur f2. On trace
ensuite la re´ponse force´e, prenant en compte ces de´fauts. Les re´sultats sont donne´s figures VI.14
(harmonique 1) et VI.15 (harmoniques 2 et 3) et compare´s avec les valeurs expe´rimentales et le
cas parfait pour des valeurs de η permettant de recaler au mieux les re´sultats. Le de´faut 3 ne
modifie pas du tout la re´ponse(pour des amplitudes re´alistes tout au moins) et n’a donc pas e´te´
repre´sente´. Les de´fauts 1 et 2 ont des effets similaires, et permettent de recaler la re´ponse sur
les valeurs expe´rimentales, mais de manie`re imparfaite toutefois. L’harmonique 2 en particulier
ne correspond pas.
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Figure VI.14 - Re´ponse force´e avec prise en compte d’un de´faut ge´ome´trique, harmonique 1 - (a) d1
(b) d2






































Figure VI.15 - Re´ponse force´e avec prise en compte des de´fauts d1 et d2 un de´faut ge´ome´trique, har-
monique 2 et 3
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VI.4.5.b Effet d’une pre´contrainte
Une augmentation de tempe´rature conduit a` l’apparition d’une pre´contrainte et au fle´chis-
sement de la structure. Un mauvais positionnement des mords entraine les meˆmes effets. Pour
mode´liser ces situations, on traite ici le cas de la structure soumise a` un de´placement impose´
sur un de ses bords, dans les directions x et/ou z, situations les plus vraisemblables expe´rimen-
talement. Un premier calcul en statique conduit a` une configuration de´forme´e, sur laquelle on
effectue la simulation de la re´ponse force´e. Trois cas sont conside´re´s : de´placement du mord selon
x, en compression, selon z et une combinaison des deux. Pour chaque cas, on a retenu les valeurs
conduisant soit a` un recalage des fre´quences propres soit a` celui de la re´ponse force´e sur les re´-
sultats expe´rimentaux. Les caracte´ristiques de chaque cas, note´es s1, s2 et s3, sont donne´es dans
le tableau VI.4. Le cas s4 est a` part et sera traite´ plus loin. A la diffe´rence du cas avec de´faut,
dx (mm) dz (mm) f1(Hz) f2(Hz) f3(Hz)
s1 0 2 31.2 83.6 160.8
s2 2.3e-3 0 27.5 78 155.2
s3 0.25 0.53 27.5 78.1 155.3
s4 4.6e-3 0 27.52 76.3 153.5
Tableau VI.4 - Prise en compte d’une pre´contrainte, caracte´ristiques des cas conside´re´s. dx et dz sont
les de´placements du bord gauche, respectivement dans les directions x et z.
toutes les fre´quences propres sont affecte´es par la pre´sence d’une pre´contrainte. La mise en com-
pression de la structure entraˆıne une de´croissance de ses fre´quences, tandis qu’un de´placement
selon z les augmentent (s1). Conside´rons maintenant la re´ponse force´e, trace´e figure VI.16(a)
et VI.17. Les situations s1 et s3 conduisent a` une courbure plus importante de la re´ponse. En
revanche s2 permet un recalage avec les re´sultats expe´rimentaux, au moins pour l’harmonique
1. Quant a` l’harmonique 2 elle n’est plus nulle mais largement supe´rieure aux valeurs re´elles.
Re´sumons la situation : un de´faut ge´ome´trique, de forme e´gale ou proche de celle du mode
1, permet de corriger la re´ponse force´e simule´e et ce pour des amplitudes re´alistes (moins de
1mm). En revanche ce de´faut entraˆıne une augmentation des fre´quences propres, ce qui n’est
pas conforme aux re´sultats expe´rimentaux. Un de´placement impose´ selon z de l’une des extre´-
mite´s de la poutre conduit aux meˆmes re´sultats. A l’inverse, la pre´sence d’une pre´contrainte en
compression permet de recaler les fre´quences mais n’influe pas sur la re´ponse force´e. A noter
que dans tous les cas l’harmonique 2 apparaˆıt en simulation mais est diffe´rente de celle obtenue
expe´rimentalement.
Prenant cela en compte, on propose donc un dernier cas, s4, incluant les deux effets : la structure
initiale pre´sente un de´faut ge´ome´trique, du type d2, d’amplitude 0.4 mm au milieu de la poutre,
et on lui applique une pre´contrainte en compression, dans la direction x (similaire au cas s1).
Les caracte´ristiques de l’essai sont donne´es dans le tableau VI.4 et la re´ponse force´e est trace´e
sur les figures VI.16(b) pour l’harmonique 1 et VI.18 pour les harmoniques 2 et 3. Cette fois,
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Figure VI.16 - Re´ponse force´e avec prise en compte d’une pre´contrainte, harmonique 1 - (a) cas s1, s2











x 10−3 Harmonique 2




























Figure VI.17 - Re´ponse force´e avec prise en compte d’une pre´contrainte, harmoniques 2 et 3 pour les
cas s1, s2 et s3






































Figure VI.18 - Re´ponse force´e avec prise en compte d’une pre´contrainte et d’un de´faut ge´ome´trique,
cas s4 - (a) harmonique 2 (b) harmonique 3
on parvient a` recaler en meˆme temps la premie`re fre´quence propre et l’harmonique 1 de la re´-
ponse force´e. Par contre l’harmonique deux reste supe´rieure aux valeurs expe´rimentales. A noter
que lors des simulations, l’amortissement n’est jamais pris en compte, ce qui peut expliquer les
valeurs plus faibles obtenues pour les harmoniques supe´rieures lors des essais.
VI.5 Projet d’e´tude d’une plaque encastre´e
Le deuxie`me dispositif (figure VI.19) dont nous disposons est voue´ a` l’e´tude de plaque ou
coque en vibration, e´ventuellement pre´contrainte. Ce montage a` entie`rement e´te´ conc¸u et re´alise´
au cours de cette the`se (et je remercie au passage Alain Cosquer et Jean-Marc Corneloup qui
en sont les auteurs principaux !) et n’est disponible que depuis peu. Nous ne pre´senterons donc
aucun re´sultat expe´rimental mais simplement la description du dispositif, et de ses particularite´s.
Comme pre´ciser plus haut, pour ce montage nous sommes partie de ze´ro, et avons donc eu tout
loisir pour re´fle´chir et concevoir le banc le plus adapte´ a` nos besoins. Les principales difficulte´s
concernent deux points : la re´alisation de l’encastrement, de´ja` e´voque´ pour le premier montage
et la mise en place d’un dispositif de pre´contrainte, pour des raisons que nous pre´ciserons plus
loin, le tout en ade´quation avec le choix d’une structure de ge´ome´trie adapte´e a` ce qu’on souhaite
observer. Concernant ce dernier point, on souhaite pouvoir e´tudier des structures de diffe´rentes
dimensions, en particulier d’e´paisseur variable (entre 0.5 et 2mm), planes ou galbe´es, pour balayer
tous les types de comportements.
Plus pre´cise´ment, le syste`me d’encastrement doit donc eˆtre adapte´ aux divers types de structures,
aussi proche que possible d’un encastrement parfait (et donc e´viter le glissement ou l’e´crasement
au vue de la finesse des plaques) et enfin avec des liaisons mobiles, pour pouvoir appliquer la
pre´contrainte. Pour cette dernie`re, on souhaite pouvoir appliquer un de´placement uniforme d’un
coˆte´ de la structure, a` des ordres de grandeur assez faible (≈ 10−5mm). La question est donc
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Figure VI.19 - Dispositif expe´rimental pour l’e´tude d’une plaque mince, e´ventuellement pre´contrainte
comment transmettre, et mesurer, ce mouvement ?
Les solutions que nous avons adopte´es pour l’encastrement et la pre´contrainte sont de´crit ci-
apre`s. Quand au baˆti, il s’agit d’un bloc de be´ton arme´, coule´ dans un coffrage en acier usine´
(pour faciliter la fixation des divers dispositifs), pose´ sur 4 silent-blocs, cense´s assurer l’isolement
du montage vis a` vis des vibrations exte´rieures.
• encastrement de la structure dans un cadre (figure VI.20(b)).
Pour obtenir des conditions aux limites d’encastrement aussi proches que possible du mo-
de`le parfait (ce qui en pratique est tre`s difficile voir impossible), la plaque est maintenue
dans un cadre en acier. Ce dernier est constitue´ de deux mords, maintenus par 30 vis et
e´crous de part et d’autre de la structure. Celle-ci, perfore´e sur toute sa pe´riphe´rie, est donc
de dimensions supe´rieures a` la surface “utile”, de fac¸on a` eˆtre bien recouverte par le cadre.
Enfin, ce dernier est visse´ par sa partie infe´rieure sur le baˆti, et maintenu en haut par
le syste`me de pre´contrainte, empeˆchant tout mouvement horizontal. On note e´galement
que le plan moyen de la structure est vertical, toujours pour s’affranchir du poids propre.
De plus, le cadre est dimensionne´ pour que l’application d’une force en deux points, en
(a) (b)
Figure VI.20 - (a) Ensemble plaque/cadre pour re´aliser l’encastrement - (b) Dispositif de pre´contrainte.
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haut des colonnes, conduise a` un mouvement de corps solide et implique un de´placement
vertical uniforme de la partie supe´rieure de la plaque, ceci pour la pre´-contraindre.
Ce syste`me cadre+structure est interchangeable et donc pratique, car inde´pendant du reste
du montage et re´pond aux besoin liste´s plus haut. On constate de plus qu’il est possible de
passer facilement a` un encastrement sur deux coˆte´ uniquement. A noter que la fabrication
de l’ensemble plaque/cadre en un seul bloc a e´te´ e´voque´e (par e´lectroe´rosion par exemple)
mais abandonne´e pour des raisons financie`res et surtout technologiques, l’e´paisseur de la
plaque e´tant trop faible pour que cela soit re´alisable.
• syste`me de pre´contrainte (figure VI.20(b)).
Pour commencer, on rappel que l’inte´reˆt d’un tel syste`me est de pouvoir modifier les
valeurs des fre´quences propres line´aires de la structure, afin de les rendre commensurables
et d’observer d’e´ventuelles re´sonances internes ou autres interactions de modes. Ce syste`me
assure e´galement un roˆle de maintient du cadre, comme de´crit plus haut.
Pour pre´contraindre la structure, via le cadre, on applique une force verticale, en deux
points. Le syste`me est constitue´ de deux colonnes verticales, fixe´es sur le baˆti, sur lesquelles
peut glisser une traverse en acier, dont la position est re´glable par deux vis sans fin. Sur
cette traverse sont monte´ deux rotules e´quipe´es de capteurs de force, qui vont appuyer sur
le cadre. La position de ces deux points d’appuis est elle aussi re´glable.
Dans un premier temps, l’ensemble plaque+cadre a e´te´ mode´lise´ par e´le´ments finis sous Abaqus
(figure VI.21), afin entre autres de dimensionner le cadre. On n’entrera pas ici dans les de´tails
de ces e´tudes. Simplement, on ve´rifie que pour deux plaques d’e´paisseur respectives 1.2 mm et
0.5 mm, la pre´sence du cadre ne modifie que tre`s peu la valeurs des fre´quences propres, (entre
0.5 et 1Hz) et les modes restent les meˆmes.
Quelques essais ont e´te´ re´alise´s afin de mesurer l’e´volution des fre´quences propres avec la pre´-
contrainte. Les re´sultats sont consigne´s dans le tableau VI.5, pour une plaque d’e´paisseur 0.5
mm. A titre de comparaison, les trois premie`res fre´quences propres de la plaque seule valent
respectivement 50.9 Hz, 75.2 Hz et 116.9 Hz (en simulation). Dans les deux cas, simulations et
(a)





















Figure VI.21 - (a) Mode`le e´le´ments finis de l’ensemble plaque+cadre (b) Evolution des fre´quences
propres avec la pre´contrainte, re´sultats des essais et simulations.
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Essais Simulations
Plaque +cadre
Pre´contrainte (N) f1 f2 f3 f1 f2 f3
0 44.4 58.3 77.7 50.2 75 117.4
1000 33.8 56.3 74 47.9 72.9 115.7
3000 25.15 36.1 59 42.9 68.8 112.3
5000 24.5 36.4 63.5 37.12 64.3 107.8
7000 24.6 36.5 81 30.1 59.4 100.5
9000 2 7.5 24.5 20.7 54.1 92.14
10000 0 2.1 24.6 13.6 51.2 87.6
Tableau VI.5 - Fre´quences propres (Hz) de la plaque encastre´e pour diffe´rentes valeurs de la pre´con-
trainte
expe´rimental, on obtient la de´croissance attendue des fre´quences propres avec la pre´contrainte,
meˆme si les valeurs expe´rimentales sont un peu plus “chahute´es”. En revanche tout comme lors
des essais sur la poutre, les simulations ne concordent pas avec les valeurs expe´rimentales, qui
sont infe´rieures, ce qui pourrait signifier que l’encastrement n’est pas parfait. Mais dans l’e´tat
d’avancement actuel nous ne sommes pas en mesure de conclure a` ce sujet. A noter tout de
meˆme que le syste`me permet bien d’atteindre le but fixe´, a` savoir rendre les fre´quences commen-
surables : par exemple pour une pre´contrainte a` 7000N, on obtient f1 =
2
3f2.
En conclusion, concernant les essais sur la plaque, les objectifs sont loin d’avoir e´te´ atteints
puisqu’aucune campagne d’essai sinus n’a e´te´ lance´e. Quelques points positifs ressortent tout de
meˆme de cette e´tude : d’une part le banc est maintenant ope´rationnel et semble en mesure de
re´pondre a` nos attentes. De plus, graˆce aux essais sur la poutre le mode ope´ratoire a` suivre est
mieux maˆıtrise´ et nous sommes en mesure d’expliquer a` de´faut de re´soudre, certains proble`mes
communs aux deux montages, en particulier la de´rive des fre´quences propres.
VI.6 Bilan du chapitre
L’objectif de ce chapitre e´tait de pre´senter les montages et les re´sultats expe´rimentaux dont
nous disposons pour l’e´tude de la re´ponse force´e de structures minces. Deux bancs y sont de´-
crits : une poutre bi-encastre´e et une plaque pre´contrainte. Ce dernier dispositif est de´die´ a`
l’observation de caracte´ristiques non line´aires et en particulier a` celles de bifurcations de modes,
the´oriquement accessibles graˆce au dispositif de pre´contrainte, et a e´te´ conc¸u dans cet objectif.
Le montage poutre, pre´existant e´tait destine´ au de´part a` “s’initier” aux manipulations expe´ri-
mentales, en attendant la re´alisation du banc plaque.
Le montage plaque est maintenant disponible, mais seules quelques e´tudes pre´liminaires ont e´te´
mene´es et aucun re´sultat inte´ressant n’a e´te´ pre´sente´ ici. En effet, les essais sur la poutre ont
e´te´ beaucoup plus longs que pre´vu au de´triment de re´sultats sur la plaque, mais ont permis de
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de´gager un certains nombre d’informations, constituant une aide importante pour la conception
du deuxie`me banc.
Ces premiers essais sur la poutre droite nous ont permis d’observer quelques phe´nome`nes inte´-
ressants, caracte´ristiques des non line´arite´s ge´ome´triques, notamment l’hysteresis de la re´ponse
force´e pour un balayage en fre´quence. Divers proble`mes ont e´galement e´te´ mis a` jour, tels que
la variations des fre´quences propres d’un essai a` l’autre ou au cours d’un meˆme essai. Quelques
pistes ont e´te´ propose´ pour expliquer cela, essentiellement la pre´sence simultane´e d’un de´faut
ge´ome´trique et d’une pre´contrainte ; ces deux points pouvant s’expliquer par les variations de
tempe´rature ou une mauvaise mise en place de la structure. L’influence de ces deux parame`tres
est e´tudie´e en simulation et on parvient a` recaler le mode`le sur un essai de manie`re assez satis-
faisante, en introduisant un de´faut de la forme du mode 1, comple´te´ par une pre´contrainte en
compression.
Pour conclure, les essais pre´sente´s ici sont re´cents et les re´sultats propose´s incomplets mais offrant
plusieurs perspectives. En effet, les essais sur la poutre ont permis de de´terminer quel mate´riel
utiliser, notamment en ce qui concerne l’excitation, et de mettre en place un mode ope´ratoire
efficace, bien que quelques points restent encore a` pre´ciser, en particulier l’influence re´elle de
la tempe´rature. En paralle`le, la conception et la re´alisation du banc plaque ont e´te´ acheve´es et
celui-ci va donc pouvoir eˆtre exploite´ pleinement. Pour comple´ter les essais sur la poutre il serait
e´galement inte´ressant d’observer la re´ponse pour des amplitudes plus importantes - pour aller
par exemple vers un comportement chaotique - et sur plus modes, ou encore de visualiser les
de´forme´es.
Conclusion ge´ne´rale
Le travail pre´sente´ dans ce me´moire est une contribution a` l’e´tude des vibrations non line´aires
de structures minces, par des approches nume´riques et expe´rimentales.
Un outil destine´ au calcul de la re´ponse force´e harmonique de structures minces, en non li-
ne´aire ge´ome´trique, a e´te´ de´veloppe´. Dans un premier temps, le proble`me de l’e´lastodynamique
en grands de´placements est classiquement discre´tise´ par une me´thode e´le´ments finis. Ensuite,
l’application de la me´thode de l’e´quilibrage harmonique (EH) permet de chercher les solutions
pe´riodiques et conduit a` l’e´criture d’un syste`me d’e´quations alge´briques non line´aires de´pendant
des parame`tres de l’excitation. Enfin, par application de la me´thode asymptotique nume´rique
(MAN), on effectue la continuation des branches de solutions en fonction soit de l’amplitude,
soit de la pulsation de l’excitation. Ces deux me´thodes, EH et MAN, ont e´te´ introduites in-
de´pendamment l’une de l’autre dans un code e´le´ments finis existant. Pour l’EH, des e´le´ments
“harmoniques” ont e´te´ de´veloppe´s, valables quelque soit le nombre de termes retenus dans les
se´ries harmoniques, d’ou` une souplesse d’utilisation appre´ciable. Quant a` la MAN, elle fournit
une me´thode de calcul robuste et performante, facile a` piloter, et permettant un traitement
efficace des points de bifurcation et des branches secondaires. Au final on obtient l’expression
des inconnues (de´placements et contraintes) en fonction des parame`tres de la force d’excitation.
De plus, un de´faut de forme ge´ome´trique et une pre´contrainte ont e´galement e´te´ introduits dans
le mode`le, afin de parame´trer celui-ci, notamment en vue des comparaisons expe´rimentales.
On dispose donc d’un outil nume´rique robuste, assez simple a` utiliser et qui permet de traiter
une large classe de structures (poutres, plaques et coques). Les re´sultats obtenus ont notam-
ment e´te´ compare´s avec succe`s a` des exemples issus de la litte´rature et ont permis d’illustrer les
caracte´ristiques d’un comportement non line´aire, en particulier les phe´nome`nes d’hysteresis sur
la re´sonance principale ou encore l’apparition de re´sonances secondaires et de bifurcations de
branches. De plus, pour une amplitude d’excitation tre`s faible, on est en mesure d’obtenir une
repre´sentation des modes non line´aires de structure.
Le code n’a pas e´te´ comple`tement optimise´, ce qui constitue une premie`re limite, puisque la taille
des syste`mes traite´s, et donc le temps de calcul, augmente assez rapidement avec le nombre
d’harmoniques. L’absence de prise en compte de l’amortissement constitue e´galement une li-
mite importante, surtout en vue des comparaisons expe´rimentales. Ces deux limitations sont
cependant assez facile a` re´soudre, il ne s’agit que de questions “techniques”, et de temps. En par-
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ticulier pour l’amortissement, il “suffit” de choisir2 un mode`le et de l’imple´menter dans le code,
en introduisant notamment les termes en sinus dans l’e´quilibre harmonique. Enfin, dernier point
important, aucune e´tude de stabilite´ n’a e´te´ pre´sente´e ici, bien qu’il s’agisse d’un comple´ment
indispensable au calcul de la re´ponse force´e. La de´marche a` suivre consisterait a` introduire une
perturbation dans le mode`le et a` e´tudier le comportement de la re´ponse au premier ordre (voir
par exemple Szemplinska-Stupnicka (1990b) ou Seydel (1994)).
En paralle`le a` l’approche nume´rique, une e´tude expe´rimentale a e´galement e´te´ amorce´e. Un
banc d’essai pour l’e´tude de la re´ponse force´e de plaque ou de panneau galbe´ a e´te´ re´alise´ et est
maintenant disponible. Il est e´quipe´ d’un dispositif de pre´contrainte, en vue de l’observation de
phe´nome`nes d’interaction de modes. En pre´alable, une premie`re se´rie d’essais a e´te´ effectue´e sur
un autre banc, une poutre bi-encastre´e, qui a permis l’observation des phe´nome`nes non line´aires
attendus : hysteresis ou encore apparition d’harmoniques. Mais le principal apport de ces essais
a e´te´ la mise en place d’un mode ope´ratoire fiable pour l’observation de la re´ponse force´e non
line´aire. Quelques phe´nome`nes inde´sirables ont e´galement e´te´ observe´s, en particulier une varia-
tion des fre´quences propres line´aires d’un essai a` l’autre ou pendant les essais. L’introduction
d’un de´faut ge´ome´trique et d’une pre´contrainte dans le mode`le nume´rique a permis de prendre
en compte ces faits et de recaler les simulations sur les essais de manie`re satisfaisante.
A court terme, les perspectives de ce travail sont d’une part de poursuivre l’e´tude expe´rimen-
tale de la poutre et d’exploiter pleinement le banc d’essai “plaque pre´contrainte”, en s’attachant
particulie`rement aux phe´nome`nes de bifurcation et d’interaction de mode. Ensuite, d’un point
de vue nume´rique, il faudrait re´pondre aux trois limites e´voque´es plus haut : optimisation du
code, introduction de l’amortissement et e´tude de stabilite´, ce qui a e´te´ exclu dans un premier
temps en faveur de l’e´tude expe´rimentale.
A plus long terme, les perspectives principales de ce travail concernent divers points. Dans un
premier temps, il serait inte´ressant de comparer les re´sultats donne´s par l’e´quilibrage harmo-
nique avec ceux fournis par d’autres me´thodes, que ce soit pour la re´ponse libre ou force´, et
de voir notamment si les meˆmes bifurcations sont obtenues. A ce sujet, une the`se a e´te´ initie´e
re´cemment, concernant le calcul de modes non line´aires par des me´thodes d’inte´gration directe,
type “shooting methods”, et les premiers re´sultats concordent avec ceux obtenus par la me´thode
EHMAN. Une autre confrontation avec les me´thodes de calcul de modes comme sous-espaces
invariants de l’espace des phases sera a` conduire.
Une deuxie`me perspective sera d’e´tendre la me´thode pour la re´ponse a` une excitation multi-
harmonique (ce qui est faisable avec notre outil) ou ale´atoire.
Enfin, le dernier point concerne l’utilisation des modes non line´aires pour la re´duction de mo-
de`le. En effet, dans ce me´moire, ceux-ci n’ont pas e´te´ aborde´s directement, mais simplement
calcule´s en cherchant la re´ponse force´e a` une excitation tre`s faible, conduisant a` une expres-
sion “nume´rique” de ces modes. Avec quelques ame´nagements, on serait capable de fournir des
expressions analytiques des modes. Il suffit pour cela d’ame´liorer a` l’aide d’approximants de
2un choix simple serait celui d’un amortissement line´aire visqueux, obtenu par identification sur la re´ponse
force´e pour de faibles niveaux d’excitation
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Pade´ les de´veloppements en se´ries effectue´s a` partir du point de de´part du mode non line´aire.
Cependant, comme constate´ sur les exemples pre´sente´s dans ce me´moire, les modes comportent
de nombreuses bifurcations et la fac¸on de les utiliser dans une re´duction de mode`le reste un
proble`me ouvert.
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Quelques comple´ments a` propos du
syste`me a` deux ressorts
On reprend dans cette annexe le cas du syste`me a` deux ressorts (sche´ma I.4), pour lequel
on calcule la re´ponse force´e de manie`re analytique. Il s’agit d’une part de de´tailler la me´thode
des e´chelles multiples et d’autre part de comparer cette dernie`re avec la me´thode de l’e´quilibre
harmonique, qui est celle utilise´e tout au long de ce me´moire.
On conside`re donc le syste`me (I.36), rappele´ ci-dessous, avec une force mono-harmonique appli-
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A.1 Application de la me´thode des e´chelles multiples
On traite ici en de´tail le calcul de la re´ponse force´e autour de la premie`re pulsation propre,
ω01. La me´thode consiste a` rechercher les solutions sous la forme d’un de´veloppement asympto-
tique d’un petit parame`tre ǫ. Pour cela, on commence par poser :
F = ǫ3f , Ω = ω01 + ǫ
2σ , Ti = ǫ
it
et
ui(t; ǫ) = ǫui1(T0, T1, T2) + ǫ
2ui2(T0, T1, T2) + ǫ
3ui3(T0, T1, T2) + ... (A.2)
L’introduction du parame`tre ǫ permet de fixer l’ordre de grandeur de la force et de faire appa-
raitre celle-ci au meˆme niveau que les non line´arite´s dans les sche´mas obtenus par application
des e´chelles multiples. En outre, σ de´finit l’e´cart par rapport a` la re´sonance principale autour
du mode 1.













01u12 = −2D01u11 − α2(32ω201u211 + 12ω201u221 + ω202u11u21)
D00u22 + ω
2





01u13 = −2D01u12 −D11u11 − 2D20u11 − α3 12 (ω201 + ω202)(u211 + u221)u11
−α2ω202(u12u21 + u11u22)− α2ω201(3u11u12 + u21u22) + f cos Ωt
D00u23 + ω
2
02u23 = −2D01u22 −D11u21 − 2D20u21 − α3 12 (ω201 + ω202)(u211 + u221)u21
−α2ω201(u12u21 + u11u22)− α2ω202(3u21u22 + u11u12)
(A.5)




La solution ge´ne´rale de (A.3) s’e´crit :
ui1 = Fi(T1, T2)e
(iωi0T0) + F¯i(T1, T2)e
(−iωi0T0) (A.6)
On reporte ce re´sultat dans (A.4) :
D00u12 + ω
2
01u12 = −2iω01 ∂F1∂T1 eiω01T0
−32α2ω201(F1F¯1 + F 21 e2iω01T0)
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et un terme similaire pour la deuxie`me e´quation ...
On commence par e´liminer les e´le´ments qui conduisent a` des termes se´culaires (i.e. non borne´es
dans le temps) dans la re´ponse. En l’absence de re´sonance interne, cela conduit a` :
∂Fi
∂T1
= 0 ⇒ Fi(T1, T2) = Fi(T2) (A.8)






























i(ω02+ω01)T0 − 12 |F1(T2)|2 − 32 |F2(T2)|2 + termes conjugue´s
(A.9)
On pose alors Fi(T2) = ai(T2)e
iβi(T2) et on obtient apre`s report de (A.6) et (A.9) dans (A.2) :
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= 0, et donc aux
points d’e´quilibre du syste`me (A.11). Deux cas se pre´sentent (en plus du cas a1 = a2 = 0) :
Soit a2 = 0 et a1 solution de :
σ = ± F
2ω01a1
− P1a21 (A.13)
Soit a1 et a2 non nuls et solutions de :
σa1 + P5a
3





(ω2 − ω01)(ω01 + ω02)(3ω401 − 14ω202ω201 + 3ω402)
(ω02 − 2ω01)(ω02 + 2ω01)ω01(2ω02 + ω01)(2ω02 − ω01) (A.15)
Dans ce cas, des solutions existent pour :





Pour ω01 = 1, ω02 =
√
2, seul le premier cas est possible et conduit a` la repre´sentation de a1
en fonction de σ de la figure I.9, avec, a` l’ordre 1 :
u1 ≈ ǫa1 cos Ωt
u2 ≈ 0
(A.17)
Pour le calcul de la re´ponse en pre´sence de re´sonance super-harmonique, la de´marche est simi-
laire a` celle pre´sente´e ci-dessus si ce n’est qu’on dimensionne maintenant la force pour qu’elle
apparaisse en meˆme temps que la re´ponse libre, caracte´ristique de la re´ponse sur-harmonique.
On pose donc F = ǫf et on se place a` proximite´ de ω012 , i.e. 2Ω = ω01+σǫ. De meˆme en pre´sence
de re´sonance interne on introduit un nouveau parame`tre, σ2, tel que ω02 = 2ω01−ǫσ2. Les calculs
pour aboutir a` (I.45) ou (I.49) sont proches de ceux donne´s plus haut et ne seront pas de´taille´s ici.
A.2 Application de l’e´quilibre harmonique
On se propose maintenant d’utiliser la me´thode de l’e´quilibre harmonique a` un terme pour
calculer la re´ponse force´e, a` la re´sonance principale, afin de comparer les re´sultats a` ceux fournit
par la me´thode des e´chelles multiples. En posant ui(t) = ai cos Ωt, (A.1) conduit a` :
a1 =
F










ω(a1) donne la re´ponse libre (“backbone curve”), ossature de la re´sonance. Avec Ω = ω01 + σ,
puis Ω2 ≈ ω201 + 2ω01σ, (A.18) se re´e´crit sous un format plus adapte´ a` une comparaison avec
(A.13) :
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Les corrections apporte´es par les non line´arite´s cubiques sont identiques dans les deux me´thodes
(termes proportionnels a` α3). Par contre, le comportement obtenu par application de l’e´quilibre
harmonique a` un terme est raidissant, ce qui est en contradiction avec le re´sultat “e´chelles
multiples”. En fait les non line´arite´s issues des termes quadratiques ne sont pas prises en compte
dans (A.19) (pas de terme en α2), ce qui conduit a` un re´sultat faux. Pour pallier a` ce dernier
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Figure A.1 - Re´ponse force´e du syste`me I.4 - Comparaison e´chelles multiples/e´quilibre harmoniques
pour H variable : a1 en fonction de Ω/ω01
point, on applique cette fois la me´thode en incluant plus de termes, et en calculant les solutions
par continuation sur la pulsation en utilisant le logiciel ManLab1. Les re´sultats sont trace´s sur
la figure A.1(a), pour H=2, 3, 5 et 8 termes2. On trace le coefficient du terme en cos Ωt, a1, en
fonction de la pulsation d’excitation. Cette fois, de`s que H supe´rieur ou e´gal a` 2, c’est a` dire de`s
l’instant ou des harmoniques paires sont incluses dans le mode`le, la re´ponse est molissante, les
non line´arite´s quadratiques sont bien prises en compte et on obtient le bon comportement. Pour
de faibles amplitudes, les mode`les e´chelles multiples et e´quilibre harmonique concordent a` partir
de H=3. Observons maintenant la figure (b) de A.1 : la courbe a1(Ω) atteint un maximum puis
de´croit pour former une boucle, et la solution converge vraiment a` partir de H=7. On retrouve
ces diffe´rents cycles lorsque l’amplitude de l’excitation varie : plus celle-ci est grande, plus le
“diame`tre” de la boucle de´croit (voir figure A.2).
Enfin, pour confirmer l’influence respective des termes cubiques et quadratiques, la re´ponse du
syste`me pour α2 ou α3 = 0 est repre´sente´e sur les figures A.3 et A.4. On retrouve une bonne
concordance entre e´quilibre harmonique et e´chelles multiples pour de faibles amplitudes, ainsi
que le caracte`re molissant des non line´arite´s quadratiques, et raidissant des cubiques.
1Il s’agit d’une version de la MAN sous matlab, adapte´e pour des syste`mes a` peu de degre´s de liberte´. Voir
Cochelin et Pe´rignon (2004)
2On rappelle que H=j signifie que tous les termes jusqu’a` cos (j − 1)Ωt sont inclus dans les de´veloppements
harmoniques
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Figure A.2 - Re´ponse force´e du syste`me I.4 pour diffe´rentes amplitudes de l’excitation
































Figure A.3 - Re´ponse force´e du syste`me I.4 pour α2 = 0 (non line´arite´s cubiques)- Comparaison EH-EM
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On de´taille dans cette annexe les construction des matrices Bnl(Q) et KσQ, obtenues apre`s
application de l’e´quilibrage harmonique au proble`me de l’e´lastodynamique (voir le chapitre III).
171
172 Annexe B. Construction des matrices “harmoniques”
B.1 Calcul des Bnl(Q)
Soit Bnl(.) l’ope´rateur de´finit par (II.23). L’introduction des de´veloppements (III.6) dans les





(BL + Bnl(Q) + Bnl(d∗))tSdV − Ω2MQ = λF
S = S∗ +D(BL + 12Bnl(Q) + Bnl(d∗))Q
(B.1)
Les matrices Bnl sont des matrices de taille (n×N)×(n×N), compose´es de N×N bloc. Chaque
bloc est de la taille d’une matrice Bnl. On note Bloc(i, j) le bloc de la ligne i, colonne j. Elles
sont construites par ite´ration a` partir de Bnl pour N = 2. La de´marche est la suivante :








On suppose la matrice a` l’e´tat N connue. Construction de la matrice N + 1 :
• Construction de la dernie`re colonne :
• Bloc(N + 1, N + 1) = tBnl(q0)
• Bloc(j,N + 1) = 12 tBnl(qN+1−j), pour j = 1...N
• Construction de la dernie`re ligne
• Bloc(N + 1, 1) = tBnl(qN)
• Bloc(N + 1, j) = Bloc(j,N + 1), pour j = 1...N
• Modification des termes de l’autre diagonale :
Bloc(i, j) = Bloc(i, j) + 12
tBnl(qN) pour i = 2...N et j = N + 2− i.
B.2 Calcul de la rigidite´ ge´ome´trique





correspondant a` la matrice de rigidite´ ge´ome´trique (voir Zienkiewicz et Taylor (1991)). Afin
de re´e´crire cette matrice sous une forme plus approprie´e, on introduit les grandeurs suivantes :




























• les ope´rateurs1 line´aire (H) et non line´aire (A) reliant les de´placements et les de´forma-
tions :




1ces notations sont assez classiques, on les retrouve notamment dans Zienkiewicz et Taylor (1991)





























































1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0







θ1 0 0 0 θ4 0 θ7 0 0
0 θ2 0 0 θ5 0 0 θ8 0
0 0 θ3 0 0 θ6 0 0 θ9
θ2 θ1 0 θ5 θ4 0 θ8 θ7 0
θ3 0 θ1 θ6 0 θ4 θ9 0 θ7




On rappelle que S = {Sxx, Syy, Szz, Sxy, Sxz, Syz} et on montre facilement que :
A(θ(u))S = Sˆ(θ) (B.8)




 S¯ 0 00 S¯ 0
0 0 S¯

 et S¯ =





On discre´tise ensuite ces grandeurs :
θ = Gq (B.10)
G est fonction du type d’e´le´ment choisi et de´pend des de´rive´es des fonctions de forme. Et on en
de´duit :
Blq =Hθ et Bnl(q) = A(θ)θ (B.11)
































Sˆ est construite a` partir des Sˆ de´finis plus haut, de manie`re similaire a` Bnl. On reprend le cas









































































On de´crit ici sommairement la proce´dure utilise´e pour e´talonner le syste`me d’excitation
bobine-aimant. Celle-ci est inspire´e de ce qui est fait dans Thomas (2001).
L’inte´reˆt de l’e´talonnage est de de´terminer la valeur de la force exerce´e sur la structure, en
fonction de la tension aux bornes de la bobine, de la pulsation du courant parcourant celle-ci et
de la position de cette dernie`re.
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Figure C.2 - Sole´no¨ıde parfait parcouru par un courant I.



























Figure C.3 - Sole´no¨ıde parfait : (a) champ B en fonction de x (b) dB
dx




Le syste`me utilise´ est repre´sente´ sur la figure C.1(a) : on mesure la force a` l’aide d’une
teˆte d’impe´dance (BK 8001), visse´e sur l’aimant, lui meˆme colle´ sur un support fixe. La bobine
est alimente´e par un signal sinuso¨ıdal. Ensuite on rele`ve les valeurs de la force en fonction du
parame`tre variable (intensite´, position ou pulsation), les deux autres e´tant fixe´s.
Pour commencer, on rappelle que le champ cre´e en un point M par un sole´no¨ıde de longueur L,
















a` condition que la taille de l’aimant soit ne´gligeable devant le rayon de la bobine. Ces re´sultats
sont trace´s sur la figure C.3. On rappelle que x repre´sente la distance entre le bord de la bobine
et le centre de gravite´ de l’aimant.
On constate donc que le champ magne´tique B et la force atteignent leur maximum en x = 0.
Meˆme si l’aimant n’est pas de taille ne´gligeable, ce mode`le est assez repre´sentatif du com-
portement re´el du syste`me, comme le montre la superposition des re´sultats expe´rimentaux et
the´oriques (figure C.3(b)). On repre´sente ensuite la force obtenue expe´rimentalement, en fonc-
tion de la tension aux bornes de la bobine pour plusieurs valeurs de x, figure C.4(a), et pour
x = 0 a` diffe´rentes fre´quences d’excitation, figure C.4(b). La relation tension-force est line´aire,
quasiment inde´pendante de la fre´quence.
C.3 Conclusions
Au final, le meilleur positionnement de la bobine est obtenu pour x = 0, c’est a` dire lorsque le
centre de gravite´ de l’aimant est aligne´ avec le bord de la bobine. Les re´sultats obtenus montrent
que la relation intensite´-force est line´aire et ne de´pend quasiment pas de la pulsation du signal
de de´part. Pour l’aimant utilise´ lors des essais pre´sente´s au chapitre VI, on obtient F = kU avec
k = 0.18.
Ces conclusions sont cependant a` mode´rer ; en effet, le banc d’e´talonnage est a` support fixe, ce
qui n’est pas parfaitement repre´sentatif de la situation expe´rimentale, vu que l’aimant est fixe´ sur
une structure vibrante. Un deuxie`me dispositif d’e´talonnage, a` support mobile (figure C.1(b))
a e´te´ mis en place mais non encore utilise´. En fait le coefficient k va de´pendre faiblement de la
position x et pour de grandes amplitudes de variations, la relation F −U n’est pas parfaitement
line´aire. De plus lorsque la fre´quence augmente, on observe une le´ge`re diminution de la force,
due a` la dissipation d’e´nergie, par e´chauffement, dans la bobine. Tous ces faits ont e´te´ ve´rifie´s
et sont consigne´s dans Thomas (2001). Finalement la valeur k que nous avons retenu ne donne
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Figure C.4 - Relation force-tension aux bornes de la bobine (a) pour diffe´rentes positions de la bobine -
(b) pour x = 0 et diffe´rentes fre´quences d’excitation. Les valeurs de la le´gende sont en Hertz.
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qu’une estimation de la force re´ellement applique´e a` la bobine.
A noter que nous avons e´galement teste´ un aimant plus gros (longueur 10 mm, diame`tre 10
mm), ce qui permet d’obtenir des valeurs plus e´leve´es de la force, a` tension e´gale.
Vibrations force´es de structures minces, e´lastiques, non line´aires
Re´sume´ : le travail pre´sente´ dans ce me´moire est une contribution a` l’e´tude des vibrations non line´aires
de structures minces, par des approches nume´riques et expe´rimentales. Un outil destine´ au calcul de la
re´ponse force´e harmonique de structures minces, en non line´aire ge´ome´trique, a e´te´ de´veloppe´. Le pro-
ble`me de l’e´lastodynamique en grands de´placements, avec prise en compte d’un de´faut de forme et d’une
pre´contrainte, est discre´tise´ par une me´thode e´le´ments finis. Les solutions pe´riodiques sont obtenues par
application de la me´thode de l’e´quilibrage harmonique (EH) puis de la me´thode asymptotique nume´rique
(MAN) pour la continuation des branches de solutions. Ces deux me´thodes ont e´te´ introduites inde´pen-
damment l’une de l’autre dans un code e´le´ments finis existant, Eve. Au final on obtient l’expression des
inconnues (de´placements et contraintes) en fonction des parame`tres de la force d’excitation (pulsation et
amplitude). Au terme de ce travail, on dispose donc d’un outil nume´rique qui permet de traiter une large
classe de structures (poutres, plaques et coques). Son application a` quelques exemples a permis d’illus-
trer les caracte´ristiques d’un comportement non line´aire, en particulier les phe´nome`nes d’hysteresis sur
la re´sonance principale ou encore l’apparition de re´sonances secondaires et de bifurcations de branches.
De plus, pour une amplitude d’excitation tre`s faible, on est en mesure d’obtenir une repre´sentation des
modes non line´aires de structure. En paralle`le, une e´tude expe´rimentale a e´te´ mene´e. Un banc d’essai
pour l’e´tude de la re´ponse force´e de plaques ou de panneaux galbe´s a e´te´ re´alise´ ; il est e´quipe´ d’un dispo-
sitif de pre´contrainte en vue de l’observation d’interaction modale. Des essais pre´alables sur une poutre
bi-encastre´e, ont e´galement permis l’observation de phe´nome`nes non line´aires caracte´ristiques.
Mots-cle´s : Vibrations, non line´aire ge´ome´trique, structures minces, re´ponse force´e, mode´lisation nume´-
rique, e´le´ments finis, e´tude expe´rimentale, pre´contrainte, modes non line´aires, re´sonance.
Forced vibration of elastic nonlinear thin structures
Abstract : this work is devoted to the study of nonlinear vibration of thin structures, by both numerical
and experimental approaches. First, we developed a numerical tool to calculate the harmonic forced
response of thin structures including geometrical nonlinearities. The Finite Element Method is used to
treat the large displacements elastodynamic problem, taking into account a shape default and a prestressed
initial state. Periodical solutions are obtained thanks to the Harmonic Balance Method and branches
continuation is performed with the Asymptotic Numerical Method. These two methods are implemented
in an existent Finite Element software, Eve. At the end, the unknowns, displacements and stresses, are
expressed in terms of the amplitude and pulsation of the excitation. This work results in a quite general
numerical tool, able to deal with a large range of structures (beams, plates and shells). Typical nonlinear
behaviors, such as hysteresis or secondary resonances and bifurcation branches are presented on several
instances. Moreover, the response simulated for a weak excitation amplitude, leads to structural nonlinear
modes. At the same time, we proceeded with an experimental study. An experimental set-up has been
designed and built, to observe the forced response of plates or shells, fitted with a prestress mechanism
in order to obtain modal interaction. Previously, we observed nonlinear behaviors on a clamped-clamped
beam under harmonic excitation.
Keywords : Vibration, geometrical nonlinearities, thin structures, forced response, numerical modelling,
finite elements, experimental study, prestress, resonance, nonlinear modes.
